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我 喜欢 这 本 书 。 它 讲解 汪 晰 ， 易 于 理解 。 用 数值 进行 起 验 ， 用 自己 的 硝 式 从 观察 结果 中 业 
测 ， 最 后 完成 延明 。 


一 一 Jurgen Bierbrauer， 密 软 根 理工 大 学 
本 书 每 一 章 非 党 简短 而 且 自 成 体系 ， 浸 容易 从 中 挑选 我 窒 爱 的 至 题 。 本 书写 作风 和 格 镁 特 ， 
书 中 提供 了 极 佳 的 示例 ， 以 引出 定理 的 氢 玉 和 征明。 这 种 风格 非常 适合 于 数 纶 的 初级 梨 程 。 
Maureen Fenrick， 明 尼 苏 达州 立 大 学 曼 凯 托 分 校 


本 书面 向 非 数 学 专业 学 生 ， 讲 述 了 有 关 数 论 的 知识 ， 教 给 他 们 如 何 用 数学 方法 思考 问题 ， 同 时 介绍 
了 目前 数论 研究 的 某 些 前 沿 课题 。 本 书 采用 轻松 的 写作 风格 ， 引 领 读者 进入 美妙 的 数论 世界 ， 不 断 激发 
读者 的 好 奇 心 ， 并 通过 一 些 精 心 设计 的 练习 来 培养 读者 的 探索 精神 与 创新 能 力 。 对 于 定理 的 证 明 ， 则 强 
调 证 明 方 法 而 不 仅仅 是 得 到 特定 的 结果 。 2 下 TGF TS- 订 届 
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AN 
译 者 序 

2006 年 夏天 机 械 工业 出 版 社 找 到 我 ， 希 望 翻 译 美国 布朗 大 学 Silverman 教授 的 数论 人 门 
书 《A Friendly Introduction to Number Theory》， 由 于 我 个 人 教学 科研 任务 比较 繁重 ， 遂 联合 我 
指导 过 的 吴 克 俭 (湛江 师范 学 院 ) 、 卢 青 林 ( 徐 州 师范 大 学 ) 与 草 惠 琴 ( 南 京 审 计 学 院 ) 三 位 博 
士 共同 翻译 这 本 名 车. 

我 国 高 等 教育 偏重 传授 知识 ， 而 美国 更 重视 启发 式 教育 . (我 在 加 州 大 学 教 过 课 ， 对 此 
深 有 体会 . ) 在 数学 教学 上 ， 也 是 如 此 ， 反映 在 教材 上 ， 国 内 不 少数 学 教材 内 容 既 多 又 难 ， 
而 美国 的 同类 教科 书 更 重视 对 读者 循序 渐进 式 的 启发 . 在 翻译 过 程 中 ， 我 们 感到 Silverman 
教授 这 本 书 尤 其 体现 了 国外 教材 的 风格 ， 它 引领 读者 进入 美妙 的 数论 世界 ， 不 断 激发 读者 的 
好 奇 心 ， 并 通过 一 些 精 心 设计 的 练习 来 培养 读者 的 探索 精神 与 创新 能 力 . 

我 国 古代 数学 曾 有 很 辉煌 的 成 就 . 著名 的 中 国 剩余 定理 ( 见 第 11 章 ) 最初 以 问题 形式 出 
现 于 公元 3 世纪 时 我 国 的 数学 著作 《孙子 算 经 》( 孙 子 所 著 ) 中 ， 相 应 的 一 次 同 余 式 组 解法 由 
南宋 数学 家 秦 九 韶 (1202 一 1261) 在 其 1247 年 出 版 的 名 著 《 数 书 九 章 》 中 给 出 ， 本 书 中 所 称 的 
毕 达 哥 拉 斯 定理 在 我 国 叫做 勾 股 定理 ， 我 们 把 相应 的 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 译 为 勾 股 数组 ; 我 国 
古代 数学 著作 《 周 体 算 经 》 中 就 记载 着 “ 勾 广 三 ， 股 修 四 ， 径 隅 五”"( 即 有 边 长 分 别 为 3,，4, 5 
的 直角 三 角形 ) ， 据 传 这 出 自 于 西周 开国 时 期 大 夫 商 高 与 周公 的 对 话 . 另外 ， 由 二 项 式 系 数 
组 成 的 帕斯卡 三 角形 ( 见 第 36 章 ) 在 我 国 叫做 杨辉 三 角形 ， 因 为 南宋 数学 家 杨辉 ( 约 1238 一 
1298 ) 在 其 著作 《详解 九 章 算术 》 中 记载 的 同类 工作 早 于 帕斯卡 (1623 一 1662 )400 多 年 . 

在 翻译 过 程 中 我 们 尽量 沿用 作者 原来 的 表述 ,但 有 时 需要 对 个 别 字句 (包括 一 些 诗 ) 进 
行 意译 .我 们 还 添加 了 关于 梅森 素数 的 最 新 记录 ， 并 提 及 最 近 一 些 数论 重大 进展 (如 多 项 式 
时 间 的 AKS 素性 测试 以 及 模 猜 想 ( 也 叫 谷 山 志 村 猜想 ) 的 完整 解决 )， 此 外 ， 附 录 B 中 5700 
以 下 的 素数 表 被 我 们 扩展 成 6000 以 下 的 素数 表 . 还 需 指 出 的 是 ， 书 中 的 自然 数 指正 整数 ， 
但 数学 上 一 般 把 非 负 整数 (包括 0) 叫做 自然 数 ; 书 中 认为 谈论 0 与 0 的 最 大 公 因 数 没有 意 
义 ， 但 从 理想 论 角度 一 般 定 义 gcd(0，0) =0. 

由 于 时 间 上 的 仓促 以 及 水 平 上 的 局 限 ， 译 稿 中 难免 出 现 不 妥 或 疏漏 之 处 ， 欢 迎 广大 读者 
批评 指正 . 


孙 智 伟 
南京 大 学 数学 系 


中 文 版 序 


中 国人 对 数论 的 研究 有 悠久 而 值得 骄傲 的 历史 ， 它 甚至 可 追溯 到 一 两 千年 前 .我 非常 荣 
幸 和 高 兴 地 看 到 我 的 书 被 翻译 成 中 文 ， 它 给 读者 提供 了 对 美妙 数论 的 一 个 导 引 .或 许 你 是 正 
开始 在 数学 道路 上 旅行 的 学 生 ， 或 许 你 仅 渴望 对 这 个 古老 而 美丽 的 课题 有 点 初步 了 解 ， 我 希 
望 本 书 能 给 你 带 来 许多 启发 与 乐趣 . 
类 
Joseph H. Silverman 


2007 年 7 月 26 日 于 波士顿 


前 言 : 


20 世纪 90 年 代 美 国 数学 界 掀起 了 微 积 分 教学 改革 的 浪潮 ,其 目的 是 教会 学 本 自己 思考 
与 解决 实质 性 问题 ， 而 不 仅仅 是 背诵 公式 与 进行 机 械 的 代数 操作 ， 本 书 有 类 似 的 但 更 大 的 目 
标 ， 意 在 引导 你 进行 数学 思 a ng 我 们 选择 的 话题 
适合 我 们 的 意图 .自然数 1，2,，3，… 具 有 多 种 漂亮 的 模式 与 关系 ， 其 中 许多 可 谓 一 目 了 
然 ， i ei 数学 实验 仅 需 要 纸 与 
笔 , 但 基于 少量 例子 作出 的 猜想 可 能 是 错误 的 . 一 个 人 最 终 确信 他 的 数值 例子 反映 了 一 般 真 
理 需 要 有 说 服 力 的 例证 ， | 加 几 本 同性 二 出 宇 、 
分 析 、 猜 测 与 最 终 证 明 你 自己 的 美妙 数论 结 

， 本 书 初稿 用 作 布 朗 大 学 Jeff Hoffstein oe 20 世纪 90 年 代 早期 建立 的 课程 Math 42 的 

教材 ， 课 程 Math 42 用 于 吸引 那些 对 标准 微 积分 系列 课程 兴趣 不 大 的 非 理科 专业 学 生 ， 同 时 
说 服 他 们 去 学 习 一 些 大 学 数学 ， 目 的 在 于 创建 一 个 类 似 于 “莫扎特 (Mozart) 的 音乐 "或 “ 伊 丽 
莎 白 女王 时 代 的 戏剧 "课程 , 引导 听众 通过 对 某 一 特殊 方面 的 系统 学 习 而 对 整体 上 的 主题 与 
方法 有 所 了 解 . 课程 Math 42 取得 了 极 大 的 成 功 ， 既 吸引 了 它 拟定 的 读者 群 也 吸引 了 想 听 点 
不 同 于 传统 的 大 讲座 或 压缩 饼干 式 课程 的 理科 大 学 生 . 

阅读 本 书 需要 的 预备 知识 很 少 ， 熟 悉 高 中 代数 是 必要 的 ， 而 会 编写 计算 机 程序 的 读者 将 
会 从 产生 大 量 的 数据 和 执行 各 种 算法 获得 乐趣 ， 但 实际 上 读者 仅 需 一 个 简单 的 计算 器 ， 微 积 
分 的 一 些 概念 有 时 被 提 到 ， 但 基本 上 不 怎么 用 它 . 尽管 如 此 ， 我 们 仍 要 提醒 读者 ， 要 想 真 正 
欣赏 数论 ， 必 须 有 淘 求 知识 和 探索 问题 的 愿望 ,不 怕 做 试验 ,不 怕 犯 错误 并 从 错误 中 吸取 教 
训 ， 有 面 对 挫 折 的 勇气 以 及 坚持 到 最 后 胜利 的 恒心 与 毅力 . 具备 这 些 素质 的 读者 将 在 学 习 数 
论 以 及 欣赏 生活 方面 有 较 大 的 回报 . 

第 1 版 中 致谢 人 

我 要 感谢 许多 人 的 帮助 ， 包括 在 课程 Math 42 方面 有 过 先驱 性 工作 的 Jeff Hoffstein、 
Karen Bender 与 Rachel Pries, ' 允 许 我 使 用 他 一 些 卡 通 画 的 BL Amend， 便 于 进行 数论 计算 的 
PARI 的 发 明 者 ， 对 初稿 提出 许多 有 益 建 议 的 Nick Fiori、Daniel Goldston、Rob Gross、Matt 
Holford 、Alan Landman、Paul Lockhart、Matt Marcy、Patricia Pacellji、Rachel Pries( 再 次 )、 
Michael Schlessinger、Thomas Shemanske、 Jeffrey Stopple、Chris Towse、Roger Ware、Larry 
Washington、 Yangbo Ye、Karl Zimmerman、 Michael Artin、Richard Cuy、Marc Hindry、Mike 
Rosen、Karl Rubin 、 了 Ed Scheinerman、John Selfridge 与 Sam Wagstaff， 以 及 在 出 版 过 程 中 给 出 
建议 与 指导 的 Prentice Hall 出 版 社 的 George Lobell 与 Gale Epps. 

最 后 也 是 最 重要 的 ， 我 要 感谢 我 的 妻子 Susan 与 孩子 们 Debby、Daniel 和 Jonathan 在 我 
写作 本 书 时 表现 出 的 耐心 与 理解 . 


Re 


第 2 版 中 致谢 

我 要 感谢 那些 花费 时 间 向 我 提出 修正 或 其 他 建议 的 人 们 ， 这 对 准备 第 2 版 是 极 有 帮助 
的 . 他 们 包括 : Arthur Baragar、Aaron Bertram、Nigel Boston、David Boyd、Seth Braver、 
Michael Catalano Johnson、L. Chang、Robin Chapman、Miguel Cordero、John Cremona、Jim 
Delany、 Lisa Fastenberg、 Nicholas Fiori、 Fumiyasu Funami、Jim Funderburk 、 Andrew 
Granville、 Rob Gross、Shamita Dutta Cupta、Tom Hagedorn 、Ron Jacobowitz、Jerry S. Kelly、 
Hershy Kisilevsky、 Hendrik Lenstra 、Gordon S. Lessells、Ken Levasseur、Stephen Lichtenbaum 、 
Nidia Lopez Jerry Metzger、 Jukka Pihko、 Carl Pomerance、 Rachel Pries、 Ken Ribet、John 
Robeson 、David Rohrlich、 Daniel Silverman 、Alfred Tang 与 Wenchao Zhou. 

第 3 版 中 致谢 

我 要 感谢 Jiro Suzuki 把 本 书 很 好 地 翻译 成 日 文 . 我 也 要 感谢 那些 花 时 间 给 我 提出 修改 建 
议 的 人 们 ， 这 对 准备 第 3 版 是 极为 有 益 的 . 他 们 包括 : B 记 Adams、Autumn Alden、Robert 
Altshuler、Avner Ash、Joe Auslander、Dave Benoit、Jiirgen Bierbrauer、Andrew Clifford 、Keith 
Conrad 、Sarah DeCooyer、Amartya Kumar Dutta、 Laurie Fanning、 Benji Fisher、jJoe Fisher、Jon 
Graff、 Eric Gutman、 Edward Hinson、 Bruce Hugo、Ole Jensen、 Peter ,Kahn、 Avinash Kalra、 
Jerry Kelly、Yukio Kikuchi、Amartya Kumar、Andrew Lenard 、Sufatrio Liu 、Troy Madsen、Russ 
Mann、 Gordon Mason、Farley Mawyer、Mike McConnell、 Jerry Metzger、Steve Paik、Nicole 
Perez、 Dinakar Ramakrishnan、 Cecil  Rousseau、 Marc  Roth、 Ehud Schreiber、 Tamina 
Stephenson 、jJiro Suzuki、James Tanton、James Tong、Chris Towse、Roger Turton 、Fernando 
Villegas 与 Chung Yi. 

电子 邮件 与 电子 资源 

上 面 所 列 的 各 位 帮助 我 改正 了 一 些 错 误 并 提出 了 有 益 的 建议 , 但 没有 哪 本 书 会 毫 无 错误 
或 没有 改进 的 余地 . 我 很 乐意 收 到 来 自 读者 的 不 论 是 肯定 的 还 是 批评 的 评论 或 更 正 ， 你 可 发 
邮件 到 我 的 信箱 . 

jhs@ math. brown. edu. 

另外 一 些 资料 (包括 更 正 表 、 一 些 数 论 网 站 的 链接 以 及 涉及 计算 机 的 许多 练习 ) ， 都 可 从 本 
书 主 页 


www. math. brown. edu/ ~ jhs/frint. html 


处 获得 . 


Joseph H. Silverman 
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5 喇 
欧 几 里 得 独自 迈 入 美妙 的 数论 世界 . 尽管 只 有 一 次 而 且 很 快 远 去 ， 但 他 的 足迹 还 是 
深 深 地 影响 着 后 人 . 
， 一 一 米 雷 (Millay) ，1923 
自然 数 1，2，3，4,， 5，6，… 的 起 源 已 随 着 时 间 的 消逝 被 人 遗忘 ， 我们 不 知道 谁 首先 
意识 到 像 “ 三" 这样 的 抽象 概念 ， 它 可 指 三 块 岩石 、 三 颗 星 、 三 个 人 等 . 从 有 记载 的 年 代 起 ， 
数字 激发 了 人 们 无 限 的 遐想 ， 包 括 神 秘 性 、 艺 术 美 与 实际 应 用 当然， 人们 所 关注 的 不 仅 是 
数字 本 身 ， 尤 其 令 人 着 迷 的 是 数字 之 间 的 相互 关系 ， 正 如 米 雷 (Millay) 诗 中 描述 的 那样 ， 那 
些 深奥 并 且 通 常 是 难以 捉摸 的 数字 关系 让 人 们 体会 到 美 3. 下 面 是 20 世纪 一 位 著名 哲学 家 
对 数学 的 描述 : 、 
数学 不 仅 揭示 真理 ， 也 给 人 极度 的 美感 一 一 如 同 雕 塑 般 的 冷 艳 与 严肃 ， 这 种 美 
` 不 需要 利用 人 性 的 弱点 ， 也 不 需要 绘画 或 音乐 那样 华丽 的 包 某 ， 它 是 极其 纯洁 的 
就 完美 性 而 言 只 有 最 伟大 的 艺术 才能 与 之 相 比 . 
| 一 一 罗素 (Russel) ，1902 
数论 是 数学 的 一 个 分 支 ， 它 研究 各 种 数 之 间 深 刻 而 微妙 的 关系 ， 举 个 简单 的 例子 ， 成 年 
人 都 知道 平方 数 1，4，9，16，25，…， 如 果 把 两 个 平方 数 相 加 ， 有 时 会 得 到 另 一 个 平方 
数 . 最 著名 的 例子 是 
3” +4* = 5’, 
但 也 有 许多 其 他 的 例子 ， 如 
5 +12° = 13*, 20? +21* = 29*, 28’ +45* = 537. 
(3, 4, 5)，k《5，12，13)，(20，21，29)，(28，45，53 ) 这 样 的 三 元 组 叫做 勾 股 数组 
(Pythagorean triple， 也 叫 毕 达 哥 拉 斯 手 元 组 )S.， 基于 这 样 的 实例 ， 任 何 具 有 好 奇 心 的 人 都 会 
提出 种 种 进一步 的 问题 ， 例 如 ,“ 是 否 有 无 穷 多 个 色 股 数组 ?”,“ 如 果 答 案 是 肯定 的 ， 我 们 
能 找 出 描述 通 解 的 公式 吗 ?”， 数 论 涉及 的 就 是 这 类 问题 . 
再 看 一 个 例子 ， 考 虑 寻找 大 数 
32478543 
被 54 817 263 除 所 得 的 余数 ， 下 面 是 这 个 问题 的 一 种 解法 : 将 数 32 478 543 自 匀 743 921 429 837 645 
次 ， 再 使 用 长 除法 计算 它 被 54.817 263 除 的 余数 ， 原 则 上 此 法 可 行 ， 但 实际 上 即使 用 全 球 最 
快 的 计算 机 来 计算 也 需要 远 超过 人 一 生 的 时 间 . 数论 也 提供 了 解决 这 个 问题 的 一 种 方法 . 你 
可 能 说 :“ 等 一 下 ， 勾 股 数 组 看 起 来 的 确 很 美 ,但 长 除法 何 美 之 有 ?” 管 案 不 在 剩余 本 身 ， 而 
日” 许多 人 知道 欧 几 里 得 研究 过 几何 ,但 他 的 确 也 考察 过 美妙 的 数论 ， 欧 几 里 得 著名 的 《几何 原本 》( Elements) 第 7、 


8、9 章 突出 介绍 了 数论 . 
马公 平地 说 ， 应 该 指出 在 毕 达 机 拉 斯 出 生 几 个 世纪 前 巴比伦 人 已 编制 了 很 长 的 勾 股 数组 列表 . 
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在 于 这 种 剩余 的 应 用 .数学 家 已 用 这 个 初等 剩余 问题 (与 其 道 问题) 创造 出 一 种 连 美国 国家 
安全 局 也 无 法 破译 的 简单 密码 .关于 这 一 点 ， 哈 代 作 了 奇特 的 无 法 预言 的 评论 :“ 尚 无 人 
发 现 把 数论 或 相对 论 用 于 任何 类 似 战 争 的 目的 ， 而 且 看 来 任何 人 在 许多 年 都 可 能 无 法 做 到 这 
一 点 .”S 

数论 这 块 土地 上 生长 着 多 种 多 样 的 “ 动 植物 ". 这 里 有 平方 数 、 素 数 、 奇 数 与 完全 数 ( 但 
没有 平方 素数 ， 现 在 也 未 找到 奇 完 全 数 ) ， 也 有 费 马 方程 、 佩 尔 方程 、 勾 股 数组 与 椭圆 曲 
线 、 斐 波 那 契 兔 子 问题 、 不 可 破 密 码 ， 等 等 ， 当 我 们 在 数论 世界 旅行 时 ， 就 会 碰 到 这 些 
东西 . 


教师 指南 


本 书 可 用 作 一 学 期 或 一 年 的 本 科 数 论 教材 ， 也 可 用 于 自学 或 阅读 课程 ， 它 包含 了 大 约 可 
以 讲授 两 个 学 期 的 内 容 ， 因 此 作为 一 学 期 课程 的 话 ， 教 师 可 灵活 地 选 讲 有 关内 容 . 前 11 章 
是 基础 部 分 ， 许 多 授课 者 大 概 会 接着 讲 第 18 章 中 的 RSA 密码 体制 ， 根 据 我 的 经 验 这 是 学 生 
们 最 喜爱 的 话题 之 一 . 

有 多 种 方法 安排 后 继 讲 授 内 容 ， 下 面 几 种 安排 对 一 学 期 课程 来 说 应 是 比较 合适 的 ， 但 你 
也 可 根据 自己 的 意愿 来 挑选 后 面 几 章 . 

第 20 ~32 章 原 根 ， 二 次 互 反 律 ， 平 方 和 ， 佩 尔 方程 与 丢 番 图 和 逼 近 . (如 果 时 间 允 许 的 
话 ， 可 增加 关于 连 分 数 的 第 39、40 章 : ) | 

第 28 ~32 章 与 第 43 ~48 章 ”指数 为 4 的 费 马 方程 ， 佩 尔 方程 ， 委 番 图 逼近 ， 椭 圆 曲 线 
与 费 马 大 定理 . 

第 29 ~37 章 与 第 39 ~ 40 章 ” 佩 尔 方程 ， 竺 番 图 逼近 ， 高 斯 整数 ， 超 越 数 ， 二 项 式 系 
数 ， 线 性 递归 序列 ， 连 分 数 . 

第 19 ~ 25 章 与 第 36 ~38 章 素性 测试 ， 原 根 ， 二 次 互 反 律 ， 二 项 式 系 数 ， 线 性 递归 序 
列 ， 大 0 记号. (这 个 大 纲 主要 是 为 将 来 从 事 计算 机 科学 或 密码 学 的 学 生 设 计 的 . ) 

无 论 如 何 ， 一 个 好 的 最 后 作业 是 让 学 生 赔 读 一 些 略 去 未 讲 的 章节 并 做 一 做 有 关 习 题 . 

本 书 中 不 需要 专门 数值 计算 或 编写 程序 的 大 部 分 习题 用 于 促进 大 家 的 探讨 与 试验 ， 它 们 
未 必 有 “正确 "或 “完整 "的 答案 . 许多 学 生 一 开始 可 能 对 此 很 不 适应 ， 所 以 必须 反复 强调 这 
一 点 .为 让 学 生 们 感到 舒适 些 ， 你 可 这 样 去 问 :“ 告 诉 我 关于 …… 尽 可 能 多 的 东西 . "让 学 生 
知道 积累 数据 与 解决 特殊 情形 不 仅 是 可 接受 的 ， 还 应 受到 鼓励 ， 另 一 方面 ， 告 诉 他 们 没有 十 
全 十 美的 完整 解答 ， 因 为 一 个 好 问题 的 解决 又 引出 了 一 些 新 间 题 . 因此 ， 如 果 他 们 能 完全 解 
决 书 中 的 特殊 问题 ， 他 们 的 下 一 个 任务 就 是 寻求 推广 并 将 解答 方法 发 挥 到 极限 . 

除了 个 别 已 标明 的 习题 ， 微 积分 仅 在 后 面 的 两 章 中 用 到 (第 38 章 大 0 记号 与 第 41 章 生 
成 函数 )， 如 果 学 生 们 未 学 过 微 积 分 ， 不 妨 略 去 这 两 章 . 

怠 美国 国家 安全 局 (NSA) 是 美国 政府 机 构 ， 它 负责 收集 数据 、 编 制 密码 与 破译 密码 .美国 国家 安全 局 比 中 央 情 报 


局 (CIA) 拥 有 更 多 的 活动 经 费 ， 它 是 世界 上 数学 家 的 最 大 雇主 . 
马 ”哈代 ,《 一 个 数学 家 的 自白 》(A Mathematician's Apology) 第 28 章 , 剑桥 大 学 出 版 社 ，1940. 


引 言 了 


数论 是 困难 的 ， 所 以 没有 办 法 让 学 生 觉得 数论 很 容易 . 但是， 本 书 能 让 你 的 学 生 掌 握 一 
些 困难 的 知识 并 体验 知识 发 现 带 来 的 喜悦 .作为 教师 ， 你 的 回报 就 是 在 学 生 奋 发 努力 的 激情 
中 获得 乐趣 . 


计算 机 、 数 论 与 本 书 


本 书 中 有 些 地 方 涉及 使 用 计算 机 ， 关 于 这 点 我 想 说 几 名 ， 我 不 要 求 读者 使 用 高 级 的 软件 
包 ( 如 Maple、Mathematica、PARI、Derive) ， 许 多 习题 (除了 个 别 标明 的 外 ) 只 需 简 单 的 计算 
器 ， 举 个 具体 的 例子 ， 把 GCD[ M，N] 输 入 到 计算 机 来 学 习 最 大 公 因 数 (第 5 章 ) 犹 如 打开 电 
视 机 来 学 习 电子 学 . 我 承认 计算 机 可 处 理 大 数字 的 例子 ， 而 且 本 书 中 好 多 地 方 都 有 计算 机 产 
生 的 例子 ， 但 是 我 们 的 最 终 目 标 是 让 学 生理 解 概 念 与 关系 ， 如 果 非 要 我 就 使 用 计算 机 与 否 明 
确 表 态 ， 毫 无 疑问 我 不 希望 学 生 使 用 计算 机 . 

正如 任何 好 的 规则 都 有 例外 一 样 ， 必 须 承 认 有 时 要 使 用 计算 机 . 首先 ,理解 一 个 东西 的 
最 好 办 法 之 一 就 是 解释 给 其 他 人 上 听 ; 如 果 你 知道 如 何 编写 程序 ， 你 就 会 清楚 如 何 对 计算 机 解 
释 本 书 中 描述 的 算法 . 换 句 话说 ,希望 你 不 要 依赖 现成 的 软件 包 ， 最 好 自己 动手 编写 程序 . 
做 这 样 处 理 的 最 佳 例 子 有 第 5 ~ 6 章 中 的 欧 几 里 得 算法 与 第 16 ~ 18 章 中 的 RSA 密码 体制 、 
第 25 章 中 的 二 次 互 反 律 、 第 26 ~ 27 章 中 的 把 数 表 成 平方 数 之 和 、 第 19 章 中 的 素性 测试 ， 
以 及 第 43 章 中 椭圆 曲线 上 有 理 点 的 生成 . 

“不 用 计算 机 规则 ”的 第 二 个 例外 是 数据 生成 .数论 中 的 发 现 常常 基于 数值 试验 ， 为 了 
检验 某 种 可 能 的 模式 有 时 需要 大 量 的 数据 ， 计 算 机 适合 用 来 产生 这 样 的 数据 ， 有 时 也 能 协助 
你 寻找 模式 ,我 不 反对 这 样 使 用 计算 机 . 

我 已 设计 了 一 些 涉 及 计算 机 的 作业 ， 鼓励 把 计算 机 作为 工具 来 帮助 你 理解 与 研究 数论 . 
一 部 分 这 样 的 作业 可 在 小 型 计算 机 上 (甚至 可 用 简单 的 计算 器 ) 实现 ， 其 余 的 需要 更 高 级 的 
机 器 或 程序 设计 语言 .需要 使 用 计算 机 的 习题 已 用 符号 有 显 标 明 、 

我 对 许多 涉及 计算 机 的 练习 没有 作出 精确 的 表述 ， 因 为 这 些 练习 的 一 部 分 就 是 让 你 决定 
该 输入 什么 与 该 产生 怎样 的 输出 .一 个 好 的 计算 机 程序 应 有 下 述 特点 : 

。 清楚 地 解释 出 程序 用 来 干什么 、 如 何 使 用 、 什 么 量 代表 输入 、 什 么 量 代表 输出 . 

。 有 许多 用 来 解释 程序 如 何 执行 的 内 部 注释 . 

。 有 处 理 错 误 信息 的 完备 方法 例如， 如 果 a =5=0， 则 执行 gcd(a, 5) 时 应 输出 错误 

信息 “gcd(0，0) 没 定义 ”， 而 不 是 进入 死 循环 ， 或 者 输出 “除数 为 0" 的 错误 信息 . 

当 你 编写 自己 的 程序 时 要 尽量 让 你 的 程序 有 更 广 的 用 途 ， 因 为 最 终 你 要 把 若干 程序 片段 
连 在 一 起 形成 你 自己 的 数论 软件 包 . 

”作为 检验 的 工具 ， 计 算 机 是 有 用 的 .通过 教 计算 机 如 何 实施 数论 计算 ， 你 会 学 到 很 多 东 
西 ， 但 是 ， 当 你 首次 学 习 一 个 东西 时 ， 现 成 的 计算 机 软件 或 程序 只 是 阻碍 你 自己 行走 的 
拐杖 . 、 


第 1 章 什么 是 数论 


数论 研究 正 整数 集合 
12,.343.6;7 3 
它 也 常 被 称 为 自然 数 集合 特别 地 ,我 们 要 研究 不 同类 型 数 之 间 的 关系 .自古 以 来 ， 人 们 已 
将 自然 数 分 成 各 种 不 同类 型 ， 下 面 是 一 些 熟悉 的 或 不 那么 熟悉 的 例子 : 


奇数 1, 3,，5，7，9，11，… 
偶数 2，4，6，8，10， 
平方 数 1, 4, 9, 16, 25, 36 
立方 数 1，8，27，64，125， | 
素数 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 
合 数 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, … 
与 1(mod 4) 同 余 的 数 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25， 
与 3( mod 4) 同 余 的 数 3, 7, 11, 15, 19,23,27， 
三 角 数 “1, 3, 6, 10, 15, 21，, 


完全 数 6，28，496， 
斐 波 那 契 数 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 
毫 无 疑问 ,你 已 熟悉 许多 类 型 的 数 ， 其 他 类 型 的 数 (如 “ 模 4” 的 数 ) 你 可 能 不 熟悉 ， 如 果 一 
个 数 被 4 除 余数 为 1， 则 称 这 个 数 与 1(mod 4) 同 余 ， 与 3(mod 4) 同 余 的 数 类 似 ， 如 果 一 个 
数 是 可 排列 成 三 角形 (顶端 一 个 石子 ， 第 二 行 两 个 石子 ， 等 等 ) 的 石子 数 ， 则 称 这 个 数 为 三 
角 数 ， 由 1 与 1 开始 产生 斐 波 那 契 数 ， 前 两 个 数 相 加 得 到 数列 中 的 下 一 个 数 ， 最 后 ， 如 果 将 
一 个 数 的 全 部 因数 ( 除 它 本 身 外 ) 相 加 等 于 这 个 数 ， 则 称 这 个 数 为 完全 数 ， 例 如 ， 整 除 6 的 数 
是 1， 2 和 3，1+2+3=6. 类 似 地 ，28 的 因数 是 1，2，4，7 和 14， 
1+2+4+7+14 = 28. 
在 数论 旅途 中 ， 我们 会 遇 到 这 样 那样 的 数 . 


典型 的 数论 问题 


数论 的 主要 目的 是 发 现 不 同类 型 数 之 间 令 人 感 兴趣 的 、 意 想不到 的 关系 ， 并 证 明 这 些 关 
系 是 正确 的 ， 本 节 中 我 们 将 介绍 一 些 典 型 的 数论 问题 ， 有 的 将 在 本 书 中 彻底 解决 ， 有 的 虽 已 
解决 但 解法 太 难 不 宜 列 人 本 书 ， 还 有 一 些 直 到 今天 仍 未 解决 . 

平方 和 工 ， 两 个 平方 数 之 和 可 能 等 于 平方 数 吗 ? 答案 显然 是 “肯定 的 "， 例 如 ，32 +42 =5? 
与 5 +12” =13*， 这 些 是 勾 股 数组 的 例子 ， 第 2 章 讲述 所 有 勾 股 数组 . 

高 署 次 和 . 两 个 立方 数 之 和 等 于 立方 数码 ? 两 个 4 次 方 之 和 是 4 次 方 吗 ? 一 般 地 ， 两 个 
n 次 方 之 和 是 n 次 方 吗 ? 答案 是 “否定 的 "， 这 个 著名 问题 称 为 费 马 大 定理 ， 由 费 马 ( Pierre 
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de Fetmat) 于 17 世纪 首先 提出 ， 直 到 1994 年 才 由 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 完全 解决 ， 怀 尔 斯 
的 证 明 使 用 了 复 休 的 数学 技巧 ， 我 们 不 能 在 此 详细 叙述 ， 但 第 28 章 将 证 明 没 有 4 次 方 等 于 
两 个 4 次 方 之 和 ， 第 48 章 将 概述 怀 尔 斯 的 证 明 思 路 . 

素数 无 穷 ， 素 数 是 一 个 整数 P>1, 它 仅 有 因数 1 与 p. 

。 存在 无 穷 多 个 素数 吗 ? 

。 存在 无 穷 多 个 除 4 余 1 的 素数 吗 ? 

。 存在 无 穷 多 个 除 4 余 3 的 素数 吗 ? 

这 些 问题 的 答案 都 是 “肯定 的 "， 第 12 章 和 第 24 章 我 们 将 证 明 这 些 事实 ， 并 且 讨 论 狄 
利克 雷 ( Lejeune Dirichlet) 于 1837 年 证 明 的 更 一 般 结果 . 

平方 和 了 哪些 数 等 于 两 个 平方 数 之 和 呢 ? 对 这 类 问题 ， 素 数 的 情形 往往 容易 回答 ， 所 
以 我 们 先 问 哪些 ( 奇 ) 素 数 是 两 个 平方 数 之 和 .， 例 如 ， 


3 不 是 ， 5 =1:+2*， 7 不是， 11 不 是 ， 
13 = 2* +3*, 17 = 1 +4*，19 不 是， 23 不 是 ， 
29 = 2:+5，31 不 是 ， 37 = 1 +6:，… 


你 看 出 模式 了 吗 ? 可 能 没有 ， 因 为 这 仅 是 一 个 短 表 ， 但 长 表 会 产生 猜想 : 如 果 p 与 1(mod 4) 
同 余 ， 则 p 是 两 个 平方 数 之 和 .， 换 句 话说 ， 如 果 p 被 4 除 余 1， 则 p 是 两 个 平方 数 之 和 ; 如 
果 p 被 4 除 余 3， 则 p 不 是 两 个 平方 数 之 和 .我 们 在 第 26 章 证 明 这 个 结论 . 

数 的 形状 ， 平 方 数 是 可 排列 成 正方 形 的 数 1，4，9，16，… . 三角 数 是 可 排列 成 三 角形 
的 数 1，3，6，10,，… . 前 几 个 三 角 数 与 平方 数 如 图 1. 1 所 示 . 
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1.1 构成 有 趣 图 形 的 数 


自然 要 问 是 否 存 在 也 是 平方 数 的 三 角 数 ( 除 1 外 )， 答 案 是 “肯定 的 "， 最 小 的 例子 是 
36 =6 =1+2+3+4+5+6+7+8. 
所 以 我 们 会 问 是 否 有 更 多 的 例子 ， 如 果 有 ， 存 在 无 穷 多 个 吗 ? 要 搜索 更 多 的 例子 ， 下 述 公式 
是 有 用 的 : 
n(n+1) 
二 
关于 这 个 公式 有 一 个 有 趣 的 故事 ， 在 高 斯 (Carl Friedrich Causs，1777 一 1855) 上 小 学 的 


1+2+3+…+( 有 -1)+Pm = 
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时 候 ， 有 一 次 ， 老 师 给 全 班 同学 布置 了 一 道 作业 题 : 从 1 加 到 100. 当 高 斯 的 同学 
奋力 相 加 时 ， 高 斯 走向 老师 递 上 答案 : 5$050. 故事 的 结局 是 ， 老师 既 没 留 下 深刻 印 
象 也 没 感到 有 趣 ， 但 是 不 再 布置 课外 作 

业 了 . 


7 Qe 

有 一 种 验证 高 斯 公式 的 简单 几何 方法 是 高 RN 

斯 自己 发 明 的 ， 取 由 1+2+3 +… + 个 格 点 构 

成 的 两 个 三 角形 以 及 有 n+1 个 格 点 的 一 条 额外 Y 站 

主 对 角 线 ， 并 将 它们 拼凑 起 来 . 例如 ， 可 用 图 ES 6 
1.2 来 处 理 =6 的 情形 . pe 


在 图 1:2 中 ,我 们 用 黑 点 标记 主 对 角 线 上 (LI+2+3+4+5+6)+7+(6+5+4+3+2+1) = 
额外 的 n+1 =7 个 格 点 ,得 到 的 正方 形 具 有 由 图 1.2 前 4 个 正 整 数 的 和 
n+1 个 格 点 组 成 的 边 ， 所 以 用 数学 表达 式 得 到 
公式 
2(1.42 和 3 tn)+ (nD 二 (nztl¥, 
[5 两 个 三 角形 ”+ 主 对 角 线 = 正方 形 : 
从 两 端 减 去 n+1 再 除 以 2 就 得 到 高 斯 公式 . 
挛 生 素数 ， 在 素数 表 中 ， 有 时 会 出 现 相 邻 奇数 都 是 素数 的 情形 ， 在 小 于 100 的 下 述 素 数 
表 中 , 已 将 李 生 素数 加 框 : 


B]1,],0j; ,3,9), 23% 9 ,By, 37; 
[11,3], 47,53,, [59], [61], 67, [71],[73], 79,83,89,97. 


存在 无 穷 多 个 挛 生 素数 吗 ? 也 就 是 说 ， 是 否 有 无 穷 多 个 素数 忆 使 得 P+2 也 是 素数 ? 迄 
今 为 止 ， 没 有 人 能 解答 这 个 问题 : 


FOXTROT 村 Amend. with permission of UNIVERSAL 
SYNDICATE. All rights reserved 


形 如 Nz +1 的 素数 ， 如 果 取 N=1，2,，3，-…， 列 出 形 如 N +1 的 数 ， 其 中 一 些 是 素数 . 
当然 ， 如 果 N 是 奇数 ， 则 WV + 1 是 偶数 ， 所 以 它 不 是 素数 (除非 Y=1)， 实际 上 ， 人 们 感 兴 
趣 的 只 是 让 取 偶 数值 .在 下 表 中 已 用 粗 体 突出 显示 了 素数 ; 


2 本 4 + P= 17, 6+1 = 37, 
B41 = 6 sly 10 +1 S11 1 + B34 = .5-2 
14: +1 = 197, 16° + 1 = 2 18 +1=32"s.9 。18 


20: +1 = 401. 
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看 起 来 有 相当 一 些 是 素数 ， 但 是 ， a eg a 所 以 我 们 
问 是 否 存在 无 穷 多 个 形 如 N* +1 的 素数 .迄今 为 止 ， 没 有 人 知道 这 个 问题 的 答案 . 

现在 ， et 人 们 如 何 设 法 回答 这 些 问 题 呢 ? 答案 是 数 
论 既 有 试验 性 也 有 理论 性 .试验 部 分 常常 首先 出 现 ， 它 引出 问题 并 揭示 回答 问题 的 方法 . 理 
论 部 分 随 之 而 来 ， 在 这 部 分 人 们 设法 进行 论证 ， 给 出 问题 的 最 后 答案 ， 概 括 来 说 ， 研 究 步骤 
如 下 : 
积累 数据 ， 通 常 是 数值 数据 ， 但 有 时 更 抽象 . 

分 析 数 据 ， 设 法 找 出 模式 与 关系 . 
形成 解释 模式 与 关系 的 猜想 ( 即 猜测 ) ， 通 常 借助 公式 来 表达 这 些 猜 想 . 
通过 收集 额外 数据 、 检 查 新 信息 是 否 符合 猜想 来 验证 你 的 猜想 . 

设计 你 的 猜想 成 立 的 论证 ( 即 证 明 ). 

这 五 个 步骤 在 数论 及 数学 研究 中 非常 重要 .更 普遍 地 ， 科 学 方法 总 是 包含 至 少 前 四 个 步 
骤 .， 当心 有 些 伪 "科学 家 " 仅 用 前 三 个 步骤 就 声称 "证 明 " 了 一 些 东西 有 了 收集 的 数据 ， 
般 来 说 找 出 一 些 解释 并 不 太 难 . 科学 理论 的 正确 验证 是 它 能 够 预测 还 没有 进行 的 试验 结果 
换 句 话说 ， 只 有 当 人 们 已 进行 了 新 数据 对 比试 验 时 ， 科 学 理论 才 成 为 可 信 的 .对 所 有 真正 的 
科学 来 说 ， 这 都 是 正确 的 途径 .在 数学 研究 中 ， 人 们 需要 证 明 步骤 ， 即 断言 的 逻辑 序列 ， 它 
从 已 知事 实 开 始 、 以 所 希望 的 结论 结束 . 
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1.1 既是 平方 数 又 是 立方 数 的 前 两 个 数 是 1 与 36. 求 下 一 个 这 样 的 数 ， 如 果 可 能 的 话 ， 求 再 下 一 个 ， 你 能 
给 出 求 三 角 平 方 数 的 有 效 方法 吗 ? 你 认为 有 无 穷 多 个 三 角 平 方 数 吗 ? 

1.2 试 将 前 几 个 奇数 加 起 来 ， 观 察 所 得 到 的 数 是 否 满足 某 些 模式 ， 一 旦 发 现 模 式 ， 将 它 表示 成 公式 ， 给 出 
你 的 公式 成 立 的 几何 证 明 . 

1.3 连续 的 奇数 3，5，7 都 是 素数 .存在 无 穷 多 个 这 样 的 “素数 三 元 组 " 吗 ? 换 句 话说 ， 存 在 无 穷 多 个 素数 
了 使 得 p+2 与 P+4 也 是 素数 吗 ? 

1.4 尽管 没有 人 保证 ， 但 是 人 们 普遍 认为 有 无 穷 多 个 素数 形 如 N* +1. 
(a) 你 认为 存在 无 穷 多 个 形 如 N* - 1 的 素数 吗 ? 
(b) 你 认为 存在 无 穷 多 个 形 如 N -2 的 素数 吗 ? 
(c) 形 如 和 WV -3 的 数 如 何 呢 ? 形 如 -4 的 数 又 如 何 呢 ? 
《d) 你 认为 哪些 e 有 无 穷 多 个 形 如 N* -a 的 素数 ? 

1.5 通过 重 排 和 式 中 的 项 也 可 推导 出 前 n 个 正 整 数 和 的 公式 ， 请 填充 下 面 两 行 的 细节 : 

1l+2+3+.… +n= (ll+n)+(2+(n-1))+(3+(n-2))+. 
=(1+n)+(l+n)+(l+n) + 

特别 地 ， 在 第 二 行 有 多 少 个 n+1 呢 ?( 需 要 分 别 讨论 n 是 偶数 与 奇数 的 情形 .如果 还 不 清楚 ， 首 先 将 
n=6 与 n=7 的 式 子 仔细 写 出 来 . ) 
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第 2 章 勾 股 数组 


毕 达 哥 拉 斯 定理 ( 即 勾 股 定理 ) 是 中 学 生 “ 部 爱 " 的 公式 ， 它 表明 任 一 个 直角 三 角形 

《如 图 2. 工 所 示 ) 的 两 条 直角 边 长 的 平方 和 等 于 斜 边 长 的 平方 ， 用 公式 表示 就 是 
a +b = ee. 

因为 对 数论 ( 即 自然 数理 论 ) 感 兴趣 ， 所 以 我 们 会 问 是 否 存 在 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 ， 它 的 
所 有 边 长 都 是 自然 数 ， 有 许多 这 样 的 三 角形 ， 最 著名 的 例子 是 边 长 为 3，4，5 的 三 角形 ( 即 
中 国 古 代数 学 家 发 现 的 “ 勾 广 三 ， 股 修 四 、 径 隅 五 " ). 下 面 是 前 几 个 例子 : 

3 +4” =5:, 5 +12* = 13’, 
8 +15° = 172， 28’ + 45° = 53?. 

对 这 些 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 (下 称 色 股 数组 ) 的 研究 在 毕 达 哥 拉 斯 时 代 以 前 很 久 就 开始 了 . 
包含 这 种 三 元 组 的 巴比伦 表格 中 甚至 有 很 大 的 三 元 组 ， 这 表明 巴比伦 人 可 能 拥有 得 到 这 种 三 
元 组 的 系统 方法 ， 更 令 人 惊讶 的 是 ， 巴 比 伦 人 似乎 使 用 他 们 的 色 股 数组 表 作为 原始 的 三 角形 
表 . 古 埃及 人 也 使 用 色 股 数组 ， 例 如 ， 产生 直角 的 粗略 方法 是 取 一 根 绳子 ， 将 其 分 成 12 等 
份 ， 系 成 一 个 圈 再 绷 成 一 个 3 -4 -5 三角 的 形状 ， 如 图 2.2 所 示 . 这 为 标记 地 界 或 建造 金字 
塔 等 提供 了 一 种 廉价 的 直角 工具 


人 党 


a 有 12 个 结 的 绳子 绷 成 三 角形 状 的 绳子 
图 2.1 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 图 2.2 用 带 结 绳子 制作 直角 三 角形 

巴比伦 人 与 古 埃 及 人 拥有 研究 勾 股 数组 的 实际 理由 ， 这 种 实际 理由 仍 存在 吗 ? 对 于 这 
种 特殊 问题 ， 答 案 是 “未 必 ”， 然而 研究 勾 股 数组 至 少 有 一 种 好 的 理由 ,与 值得 研究 伦 布 
兰 特 艺术 和 贝多 芬 音乐 的 理由 相同 ， 数 之 间 相 互 影响 方式 的 美 正如 油画 或 交响 乐 创 作 的 
美 . 为 欣赏 这 种 美 ， 人 们 不 得 不 花费 大 量 精 力 . 但 是 这 种 努力 是 值得 的 . 本 书 的 目的 是 
理解 并 欣赏 真正 优美 的 数学 ， 学 会 如 何 发 现 与 证 明 这 种 数学 ， 其 至 作出 我 们 自己 原创 性 
的 贡献 . 

你 无 疑 会 认为 这 有 点 胡说 ， 让 我 们 看 些 实例 ， 第 一 个 朴素 问题 是 ， 是 否 存 在 无 穷 多 个 尺 
股 数组 ， 即 满足 方程 a +b =c? 的 自然 数 三 元 组 (ae，0，c)， 答 案 是 “肯定 的 "如果 取 色 股 
数组 (a,，b，c) ， 用 整数 d 乘 它 ， 则 得 到 新 的 色 股 数组 (da，db，dc). 这 是 成 立 的 ， 因 为 

(da)’ + (db)’ = di(a’ +b) = dc’ = (de)’. 

显然 ， 这 些 新 的 勾 股 数组 并 不 令 人 感 兴趣 ， 所 以 我 们 转 而 关注 没有 (大 于 1) 公 因数 的 三 元 
组 ， 我 们 甚至 给 它们 起 个 名 字 : 
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本 原 勾 股 数组 (简写 为 PPT) 是 一 个 三 元 组 (a, b,c),， 其 中 a, b,c 没有 公 因 数 9 ， 且 
满足 ， ， 
az +b = ec 
回顾 一 下 第 1 章 提 到 的 研究 步骤 ， 第 一 步 是 积累 数据 ， 使 用 计算 机 代入 具体 的 a, 5 值 
并 检查 a* + b” 是 否 为 平方 数 ， 下 面 是 得 到 的 一 些 本 原 勾 股 数组 ; 
(3,4,5) ， (5,12,13), (8,15,17), (7,24,25), 
(20,21.,29), (9,40,41), (12,35,37), (11,60,61), 
(28,45,53), (33 ,56。65) ，(16 ,63 ,65 )， 
由 这 个 短 表 容易 得 到 一 些 结论 ， 例 如 ， 似 乎 o 与 5 奇偶 性 不 同 且 e 总 是 奇数 . 
不 难 证 明 这 些 猜想 是 正确 的 ， 首 先 ， 如 果 a 与 b 都 是 偶数 ， 则 < 也 是 侦 数 ， 这 意味 着 a; 
b,c 有 公 因 数 2， 所 以 三 元 组 不 是 本 原 的 ， 其 次 ， 假 设 a, 8 都 是 奇数 ， 那 么 “ 必 是 偶数 . 
于 是 存在 整数 x*，y，z 使 得 
a=2x+1, b ee Cc = 2z. 
将 其 代入 方程 a +b =c? 得 
(2x +1) + (2y +1)*= (2z) >， 
4x* + 4x + 4y’ +4y +2= 4z. 
两 边 除 以 2 得 
2x +2x +27 +2y +1 = 22. 
最 后 一 个 等 式 说 的 是 一 个 奇数 等 于 一 个 偶数 ， 这 是 不 可 能 的 ， 所 以 a 与 6b 不 能 都 是 奇数 ， 因 
为 我 们 已 证 明 它们 不 可 能 都 是 偶数 ， 也 不 可 能 都 是 奇数 ， 故 它们 的 奇偶 性 不 同 ， 再 由 方程 
az +b? =c? 可 得 c 是 奇数 . 
考虑 到 ao, b 的 互 换 性 ,我 们 的 问题 化 为 求解 方程 
a* +b* =c，a 是 奇数 ,b 是 偶数 , a,b,c 没有 公 因 数 
的 所 有 自然 数 解 ， 我 们 使 用 的 工具 是 因数 分 解 和 整除 性 . 
我 们 的 第 一 个 观察 如 下 : 如 果 (a，65，c) 是 本 原 勾 股 数组 ， 则 可 进行 因数 分 解 
| 人 (ec -b) (e+b). 
下 面 是 来 自前 面 列表 的 例子 ， 注 意 我 们 总 是 取 a 是 奇数 且 b 是 偶数 : 
37 = 57- 4 =(5-4)(5+4) =1:9， 
15 = 17* - 8 = (17 -8)(17+8) =9.25, 
357 = 37" -12” = (37 -12)(37 + 12) = 25 . 49， 
33: = 65” -56” = (65 - 56)(65 + 56) = 9. 121. 
似乎 c-b 与 c+b 本 身 总 是 平方 数 ， 我们 用 另外 两 个 例子 验证 这 个 观察 : 
21* = 29" -20” = (29 -20)(29 + 20) = 9 .49， 


加 a, 8,c 的 公 因 数 是 数 4， 使 得 a, 6,c 都 是 d 的 倍数 ， 例 如 ，3 是 30，42，105 的 公 因 数 ， 因 为 30 =3. 10， 
42 =3 .14，105 =3 35， 事实 上 3 是 它们 的 最 大 公 因 数 ， 另 一 方面 ， 数 10，12，15 没有 ( 除 1 外 的 ) 公 因数 . 


因为 本 章 的 目的 是 不 拘泥 于 严谨 体系 来 研究 有 趣 而 美妙 的 数论 ， 所 以 ,我 们 非 正 式 地 使 用 公 因 数 与 整除 性 并 相 , 


信 自 己 的 直觉 ， 在 第 5 章 我 们 将 回 到 这 些 问 题 ， 更 仔细 地 发 展 整 除 性 理论 . 
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63” = 65” - 16” = (65 -16)(65 + 16) = 49 . 81. 
怎样 证 明 c -4 与 “+z 都 是 平方 数 呢 ? 由 前 面 的 列表 ， 另 一 个 观察 是 ec -4b 与 c+b 似乎 
没有 公 因 数 . 我 们 可 如 下 证 明 这 个 断言 : 假设 正 整数 d 是 c-b 与 c+b 的 公 因 数 ， 即 d 整除 
c-b 与 ao+b， 则 4d 也 整除 . 
(c+b)+(c-b)=2c 与 (c+b)-(c-b) =20. 
因此 d 整除 26 与 2c<， 但 是 4 与 c 没 有 公 因 数 ， 这 是 因为 我 们 假设 了 (a; b,c) 是 本 原 勾 股 数 
组 .从 而 d 必 等 于 1 或 2 但 d 也 整除 (cb) (c+b) =a 且 a 是 奇数 ， 故 d 必 等 于 1， 换 句 
话说 ， 整 除 c-b 与 c+6b 的 数 只 能 是 1， 所 以 ec- 与 e+ 没有 公 因 数 : 
现在 我 们 知道 c- 与 e+ 没有 公 因 数 而 且 由 于 (ec-b)(c+b) =a*?， 所 以 c-b 与 c+b 
的 积 是 平方 数 . 这 种 情况 只 有 在 “- 与 c+z 自身 都 是 平方 数 时 才 出 现 S， 记 
c+b=s 与 cb = 电 ， 
其 中 * > t=1 是 没有 公 因 数 的 奇数 .关于 b 和 < 解 这 两 个 方程 得 
攻 + 5 济 下 二 lag 
2 2 
于 是 、 
a =V(c- b(tc+b) = st. 
这 就 完成 了 第 一 个 证 明 .， 下 述 定理 记录 了 我 们 的 结果 . 
定理 2.1( 勾 股 数 组 定理 ) 每 个 本 原名 股 数 组 (a,， b,c)( 其 中 a 为 奇数 ,，b 为 偶数 ) 都 
可 从 如 下 公式 得 出 : 


六 三 -这 et) 全 中 
了 » 2 s: ns 2 » , 
其 中 s>tz1 是 任意 没有 公 因 数 的 奇数 : 
例如 ， 如 果 取 +=1， 则 得 三 元 组 { *，“ 了 一 | ， 它 的 4 与 * 值 仅 相差 1， 这 就 解释 


了 上 面 列 出 的 许多 例子 ， 下 表 列 出 了 s<9 时 所 有 可 能 的 三 元 组 . 


关于 记号 的 插曲 


数学 家 创造 了 标准 记号 作为 各 种 量 的 速记 符号 ， 我 们 应 尽量 少 用 这 种 记号 ， 但 有 些 通用 
符号 是 非常 有 用 的 ， 值 得 花 时 间 在 此 介绍 一 下 ， 它 们 是 


台 ”如果 考虑 将 -与 + 分解 成 素数 条 积 ， 就 会 发 现 从 真 观 上 看 这 是 显而易见 的 ， 因 为 c -8 分 解 式 中 的 素数 与 
c +b 分解 式 中 的 素数 不 同 ， 然 而 ， 素数 分 解 的 存在 性 与 唯一 性 并 不 显然 ， 在 第 7 章 我 们 将 进一步 讨论 . 


为 股 数 组 了 7 


NN = 自然 数 集合 = 11,2,3,4，… ss 

Z = 整数 集合 = 1…, -3, 一 2 ,1.0.1.2 河 3。 < 

Q = 有 理 数 ( 即 分 数 ) 集合 . 
另外 ， 数 学 家 常常 使 用 R 表示 实数 集合 ，C 表示 复数 集合 ， 但 是 我 们 不 需要 这 些 ， 为 什么 选 
取 这 些 字母 呢 ? 选取 机 ， 忍 ，C 无 需 解释 ， 表 示 整 数 集合 的 字母 Z 源 自 德 文 单词 “Zahlen”， 其 
意思 是 数 ， 类 似 地 ，Q@ 源 自 德 文 单词 Quotient”( 与 英文 单词 相同 ， 意 为 商 )， 我 们 也 使 用 标准 
的 数学 符号 < 来 表示 “属于 某 个 集合 "， 例 如 ，a eN 表示 a 为 自然 数 ，xe Q 表示 * 为 有 理 数 ， 


习题 
2.1 (a) 我 们 证 明了 在 任何 本 原 勾 股 数组 (a,， b,c) 中 ,a 或 b 是 偶数 ”用 相同 的 论证 方法 证 明 a 或 5 必 是 
3 的 倍数 . 1 
(b) 通 过 考察 前 面 的 本 原 勾 股 数组 表 ， 给 出 当 .a, b 或 c 是 5 的 倍数 时 的 猜测 :" 试 证明 你 的 猜测 是 正 
确 的 . 1 


2.2 非 零 整 数 d 整除 m 是 指 对 某 个 整数 上 满足 m= dk 证明 ; 车 d 整除 m 与 4， 则 4d 也 整除 m=-n 与 m+n. 
2.3 ”对 下 述 每 个 问题 ， 从 搜集 数据 开始 ， 进 而 分 析 数 据 ， 形 成 猜想 ;最 后 设法 证 明 你 的 猜测 是 正确 的 . 
( 别 担心 你 不 能 解决 问题 的 每 一 部 分 ， 有 些 部 分 相当 难 . ) 
(a) 哪 些 奇数 a 可 出 现在 本 原色 股 数组 (ae，5，e) 中 ? 
(b) 哪 些 偶数 b 可 出 现在 本 原 勾 股 数组 (a，b，c) 中 ? 
(c) 哪 些 整 数 c 可 出 现在 本 原 勾 股 数组 (a2，5，c) 中 ? 
2.4 下 面 是 两 个 本 原 勾 股 数组 的 例子 : 
33"” +56” =65* 与 16 +63’ = 65 
再 至 少 找 出 一 个 新 例子 ,使 得 两 个 本 原 勾 股 数组 有 相同 的 c 值 ， 你 能 找 出 有 相同 c 值 的 三 个 本 原 勾 股 
数组 吗 ? 你 能 找 出 多 于 三 个 且 有 相同 c 值 的 本 原 勾 股 数组 吗 ? 
2.5 在 第 1 章 中 我 们 看 到 第 个 手 角 数 7, 由 公式 


7, =14243+0 tn C+) 


给 出 ， 前 四 个 三 角 数 是 1，3; 6，10. 在 我 们 的 勾 股 数组 (a，5，c) 列 表 中 有 些 45 值 是 三 角 数 的 4 售 ， 
例如 (3; 4, 5), (5, 12, 13), (7, 24, 25), (9, 40, 41). 
(a) 求 出 b=47T,，47T。，47T, 的 本 原 勾 股 数组 (a，b5，c). 
(b) 你 认为 对 每 个 三 角 数 7, 都 存在 5=47, 的 本 原色 股 数组 (a,b，c) 吗 ?如 果 你 确信 这 成 立 ， 则 证 明 
它 ， 否 则 ， 找 出 使 其 不 成 立 的 三 角 数 . 5 六 
2.6 ”如果 观 察 本 章 的 本 原 勾 股 数组 表 ， 你 会 发 现 多 个 三 元 组 (a，b,，c) 满 足 c 比 a 大 2. 例如 , 三 元 组 (3， 
4,，5)，(15，8，17) ，(35，12，37) ，(63，16 ，65 ) 都 具有 这 种 性 质 . 
(a) 再 求 两 个 本 原 勾 股 数组 (a，b，c) 使 得 c =a+2. 
(b) 求 本 原 勾 股 数组 (a,，b，c) 使 得 c=a+2 且 c >1000. 
(ce) 试 求 满足 c=a+2 的 本 原 勾 股 数组 (a，5，c) 的 通用 公式 . 
2.7 对 本 章 列表 中 的 每 个 本 原 勾 股 数组 (a，5，c) ,计算 2c - 2a。 这些 值 呈 现 某 种 特殊 形式 吗 ? 试 证 明 你 
的 观察 对 所 有 本 原 勾 股 数组 成 立 . 
2.8 (〈a) 阅 读 关 于 巴比伦 数 系 的 材料 并 写 出 简短 说 明 ， 要 包括 1~ 10 以 及 20，30，30，5S9 的 记号 . 
(b) 了 解 被 称 为 Plimpton 322 的 巴比伦 石刻 并 写 出 简要 说 明 ， 要 涉及 它 的 形成 年 代 与 它 所 包含 的 一 些 
大 的 勾 股 数组 . 


a 


第 3 章 . 勾 股 数组 与 单位 加 


在 前 一 章 中 我 们 描述 了 
a +b*=e 


的 所 有 整数 解 a。，5，c. 如 果 用 。 除 这 个 方程 则 得 


所 以 ， 有 理 数 对 (a/c，b/c) 是 方程 x** +y=1 
的 解 . 

大 家 知道 方程 > +y =1 代表 中 心 在 (0, 0) 半 
径 为 1 的 圆 C， 我 们 打算 从 几何 角度 来 求 圆 C 上 >x 
坐标 与 y 坐标 都 是 有 理 数 的 点 ， 注 意 圆 上 有 4 个 明 
显 的 具有 有 理 数 坐标 的 点 : ( +1; 0) 与 (0，+1). 
假设 我 们 取 任 意 ( 有 理 ) 数 mm， 观察 过 点 ( -1，0) 
斜率 为 m 的 直线 L( 见 图 3. 1)， 直 线 工 由 方程 图 3.1 圆 与 直线 的 交集 

L:y = m(x+1) (点 斜 式 ) \ 
给 出 ， 从 图 形 上 看 交集 CNL 恰好 由 两 个 点 组 成 ， 其 中 一 个 是 ( -1，0) ， 我 们 来 求 另 一 个 . 

为 求 C 与 了 的 交集 ， 需 要 解 关 于 zx 与 y 的 方程 组 

IT 
将 第 二 个 方程 代入 第 一 个 方程 并 化 简 得 到 
x + (m(x+1))*=1 
x +m (x +2x++1)=1 
(m +1)x +2mx+(m -1)=0. 
这 正好 是 个 二 次 方程 ， 所 以 可 用 二 次 方程 求 根 公式 来 解 出 x*， 但 是 ,， 有 一 种 更 容易 的 解 方 程 
的 方法 ， 由 于 点 ( -1, 0) 在 5C 与 上 上 ， 我 们 知道 x= -1 必 是 一 个 解 ， 因 此 可 用 * +1 去 除 二 
次 多 项 式 E . 
一 (mo+l)x+(m -1) 
% +1)(m’ +1)x +2mzx + (mi -1) 
来 求 另 一 个 根 ， 所 以 ， 另 一 个 根 是 方程 (m +1)%*+(m* -1) =0 的 解 ， 这 意味 着 


二 T = mh: 
+m 
将 x 的 值 代入 直线 工 的 方程 y=m(x+ 1) 来 求 y 坐标 : 
re 
这 样 ， 对 每 个 有 理 数 m 得 到 方程 x* +y* =1 的 一 个 有 理 数 解 


(二 2m 
l+m ll+m) 


勿 腊 数组 与 单位 图 73 


另 一 方面 ， 如 果 得 到 一 个 有 理 数 解 (*,， 71)， 则 过 点 (x ， | ) 与 ( -1, 0) 的 直线 斜率 是 
有 理 数 ， 所 以 ， 通 过 取 m 的 所 有 可 能 值 ， 上 述 过 程 就 生成 方程 之 + 办 =i 的 所 有 有 理 数 解 . 
(点 ( -1, 0) 例 外 ， 它 对 应 着 斜率 m = 的 铅 直 线 . ) 我 们 将 结果 概括 成 下 述 定理 
定理 3.1 圆 x*+y =1 二 的 娄 标 下 有理 瞄 的 者 可 由 公式 
二 旋 汪 (: Sn 2m ) 
l+m 1+m | 
得 到 ,其 中 m 取 有 理 数 值 ，( 点 ( -1,，0) 例 外 ， 这 是 当 mm 一 *% 时 的 极限 值 . ) 
贺 上 的 有 理 点 公式 如 何 与 勾 股 数组 公式 联系 在 一 起 呢 ? 如 果 将 有 理 数 m 写成 分 数 v/u， 
则 公式 变 成 


区 


_/u 一 2 220 
-zs7) = (所 uw ea) ' 
消去 分 母 就 给 出 勾 股 数组 
(a,b,c) = (uw -wv ,2uv,u + vo). 


虽然 描述 本 原 勾 股 数组 需要 对 与 v 作 一 些 限制 , 但 这 是 描述 所 有 勾 股 数组 的 另 一 种 方法 . 
通过 令 4 
s+t 3 一 
2 3 2 ” 
可 将 这 里 的 描述 与 第 2 章 的 公式 相 联系 . 


习题 


3.1“ 正如 我 们 已 看 到 的 ， 所 有 勾 股 数组 (a，b，c)( 其 中 6 为 偶数 ) 有 如 下 形式 : 
(a,b,c) = (Ww -人 ,2uv,w + ) (其 中 心 z 为 整数 ). 

例如 ，(w,，v) =(2，1) 给 出 最 小 的 色 股 数组 (3，4，5). 

(a) 如 果 w 与 v 有 公 因数 ， 解释 (a，b，c) 不 是 本 原 勾 股 数 组 的 原因 . 

(b) 求 出 没有 公 因 数 的 整数 4>v>0， 使 得 勾 股 数组 (uw? - 吕 ，2uv， 忆 + 广 ) 不 是 本 原 的 . 

《c) 制 作 一 个 由 满足 1<v<us10 的 所 有 zu 与 值得 到 的 勾 股 数组 表 . -二 

《4) 应 用 (ce) 表 求 出 使 勾 股 数组 (w - 灵 ，2uo， + 刀 ) 是 本 原 的 充分 条 件 . 

(e) 证 明 在 (d) 中 你 给 出 的 条 件 的 确 是 充分 的 . 
3.2 (a) 使 用 过 点 (1，1) 的 直线 来 描述 贺 


取 三 


Me 


x+y =2 
上 所 有 华 标 是 有 理 数 的 点 . 
kb) 如 果 试 着 用 相同 方法 来 求 贺 
x+ 人 =3 
上 的 所 有 具有 有 理 坐标 的 点 ， 会 出 什么 问题 ? 
3.3 求 双 曲 线 | 
x -yy =1 


上 坐标 是 有 理 数 的 点 的 公式 . (提示 ， 作 过 点 ( -1, 0) 且 斜率 为 有 理 数 m: 的 直线 , 求 直 线 与 双 曲 线 第 
二 个 交点 的 公式 . ) 
3.4 曲线 
y=x +8 
上 有 点 (1，-3) 与 ( ~-7/4,，13/8). tei 点 相交 ， 求 第 三 个 点 ， 你 能 解 
释 为 什么 第 三 个 点 的 坐标 是 有 理 数 吗 ? 


[22 | 


23 | 


第 4 章 ”高 次 办 之 和 与 费 马 大 定理 


在 前 两 章 我 们 发 现 方程 . fs 了 双 ， 
a +b =e 
有 许多 整数 解 a,，b5，c。， 自然人 们 要 问 当 指数 2 换 成 更 大 的 整数 时 相应 的 方程 是 否 有 解 ， 例 
如 ， 方 程 
S++, a+b=c 与 下 + 有 5 = 
有 非 零 整数 解 a，b，c 吗 ? 答案 是 否定 的 ， 在 1637 年 前 后 ， 费 马 证 明 上 述 指数 为 4 的 方程 
没有 解 ， 在 18 和 19 世纪 高 斯 与 欧 拉 (Leonhard Euler) 证 明 指数 为 3 的 方程 没有 解 ， 狄 利克 
雷 与 勒 让 德 (Adrien Legendre) 证 明了 5 次 方程 没有 解 ，n 三 3 时 方程 
y a"+b"” =e". 
没有 正 整 数 解 的 这 个 一 般 性 结论 被 称 为 “ 费 马 大 定理 ”” 自费 马 在 书 的 边沿 写 出 如 下 断言 以 
来 的 350 多 年 里 ， 人 们 对 它 痴 迷 到 近乎 疯狂 的 地 步 : 
不 可 能 将 一 个 3 次 方 分 成 两 个 3 次 方 之 和 ; 一 个 4 次 方 不 可 能 写成 两 个 4 次 方 

之 和 ; 一 般 地 ,任何 高 于 2 次 的 禾 不 可 能 写成 两 个 同 次 知之 和 .我 已 发 现 一 个 美妙 

的 证 明 ， 这 里 空白 太 小 写 不 下 . 

今天 ， 几 乎 没有 数学 家 相信 费 马 给 出 过 他 的 这 个 “定理 "的 有 效 证 明 ， 这 个 “定理 "之 所 
以 被 称 为 他 的 最 后 定理 ， 是 因为 这 是 他 最 后 一 个 未 被 证 明 的 断言 ， 费 马 大 定理 的 历史 令 人 和 绕 
迷 ， 许 许多 多 的 数学 家 为 它 作 出 了 重要 贡献 ， 这 方面 一 个 简要 的 综述 也 够 编 本 书 了 ， 但 这 不 
是 本 书 的 目标 ， 所 以 我 们 只 作 一 些 简 要 的 注 记 . 

关于 费 马 大 定理 最 初 的 与 特定 指数 m” 的 证 明 相 对 的 一 般 结果 之 一 由 热 尔 曼 于 1823 年 给 
出 ， 她 证 明 p 与 2p +1 都 是 素数 时 方程 a? +b =c? 没有 p. 不 整除 积 abe 的 整数 解 a，b，c， 接 
着 ，A. Wieferich 于 1909 年 得 到 一 个 相似 结果 : 如 果 2? -2 不 被 p? 整除 ， 则 相同 结论 成 立 . 
19 世纪 后 半 叶 一 批 数学 家 (包括 戴 德 金 (Richard Dedekind)、 爷 罗 内 克 ( Leopold Kronecker) ， 
尤其 是 库 默 尔 (Ermst Kummer) ) 开创 了 被 称 为 代数 数论 的 数学 新 领域 ， 并 应 用 他 们 的 理论 证 
明了 费 马 大 定理 对 许多 指数 成 立 ， 虽 然 仅 限于 有 限 数目 的 指数 ，1985 年 ，L. M. Adleman、 
D. R. Heath-Brown 与 E. Fouvry 使 用 改进 的 热 尔 曼 判别 法 和 艰深 的 解析 估计 证 明了 存在 无 穷 多 
个 素数 p 使 得 a? +b* =c? 没有 解 且 p 不 整除 abe. 

热 尔 曼 (Sophie Germain，1776 一 1831) : 法 国 数学 家 ， 她 在 数论 与 微分 方程 领 

域 作 出 了 重要 贡献 .她 关于 费 马 大 定理 的 工作 最 著名 ， 给 出 了 一 个 足以 证 明 方程 

@ + 及 =c 在 abc 不 被 P 整 除 的 条 件 下 没有 整数 解 的 简单 准则 ， 她 对 声学 和 弹性 理 

论 也 作 过 研究 ， 尤 其 是 在 振动 盘 方 面 ， 作 为 一 名 数学 专业 大 学 生 ， 她 只 能 参加 巴黎 


1 
昌 由 以 下 拉丁 文 翻 译 而 来 : “Cubum autem in duos cubos，aut quadrato quadratum in duos quadrato quadratos, & 
Beneraliter nullam in infinitum ultra ,quadratum potestatem in duos ejusdem nominis fas est dividere; cujus rei 


demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis exiguitas non caperet. ” 


高 次 肾 之 和 与 览 马 大 定理 3 


Ecole 理工 大 学 函授 课程 的 学 习 ， 因 为 校方 不 接受 女性 大 学 生 ， 由 于 相同 原因 ， 她 
开始 用 笔名 Monsieur Le Blanc 与 高 斯 进行 广泛 的 通信 ; 当 她 最 终 公 开 身 份 时 ， 高 斯 
表示 很 高 兴 并 对 她 的 工作 留 下 很 深 印 象 ， 还 推荐 她 获得 哥 廷 根 大 学 的 荣誉 学 位 . 
， 1986 年 ， 弗 雷 (G. Frey) 提出 使 用 模 (modulaiity ) 的 概念 研究 费 马 问 题 的 新 思路 ， 赛 尔 
(Jean-Pierre Serre) 改进 了 弗 雷 的 思路 ， 随 后 里 贝 特 (Ken Ribet) 证 明了 如 果 模 猜想 是 正确 的 ， 
那么 费 马 大 定理 是 正确 的 .确切 地 说 ,里 贝 特 证 明了 如 果 每 条 半 稳 定 椭圆 曲线 ?是 模 形 式 
的 > ， 则 费 马 大 定理 成 立 ， 模 猜想 断言 每 条 有 理 椭圆 曲线 是 模 形式 的 ， 这 是 由 志 村 五 郎 
(Goro Shimura ) 与 谷山 丰 (Yutaka Taniyama) 提 出 的 猜想 .最 后 ,在 1994 年 怀 尔 斯 发 表 了 每 条 
半 稳 定 有 理 椭圆 曲线 可 模 形 式 化 的 证 明 ， 从 而 完成 了 已 有 350 年 之 久 的 费 马 断 言 的 证 明 . 怀 
尔 斯 的 证 明 应 用 了 现代 数论 与 代数 几何 中 许多 深刻 的 结果 与 方法 ， 其 证 明 过 程 太 复杂 ， 不 能 在 
此 详细 叙述 ， 但 是 ， 我 们 将 在 第 48 章 再 现 其 证 明 风 格 . 
没有 数学 或 科学 发 现 产生 于 真空 之 中 连 牛 顿 这 样 卓越 的 天 才 也 谦虚 地 表示 :“ 如 果 说 
我 看 得 比 别人 更 远 些 ， 那 是 因为 我 站 在 巨人 的 肩膀 上 . “在 此 列举 一 些 著名 的 现代 数学 家 (不 
同 国籍 凸 显现 代数 学 的 国际 特征 ) ， 他 们 的 工作 直接 或 间接 地 为 怀 尔 斯 的 辉煌 证 明 作出 了 贡 
献 ， 依 姓氏 排序 如 下 : Spencer Bloch( 美 国 ) ，Henri Carayol( 法 国 ) ，John Coates( 澳大利亚 ) ， 
Pierre Deligne( 比利时 ) ，Ehud de Shalit( 以 色 列 ) ，Fred Diamond ( 美国) ，Gerd Faltings ( 德 
国 ) ，Matthias Flach( 德 国 ) ，GCerhard Frey (德国 )，Alexander Crothendieck ( 比利时 ) ，Yves 
Hellegouarch( 法国 ) ，Harazo Hida ( 日本) ，Kenkichi Iwasawa ( 日 本 ) ，Kazuya Kato (日 本 )， 
Nick Katz (美国 ), V. A. Kolyvagin (俄罗斯 ) ，Ernst Kunz (德国 ) ，Robert Langlands( 加 拿 大 ) ， 
Hendrik Lenstra( 荷兰 ) ， 李 文 卿 ( 美 籍 华人 ) ，Barry Mazur( 美国 ) ，AndrE Neron( 法 国 ) Ravi 
Ramakrishna( 美国 ) ，Michel Raynaud (法 国 ) ，Ken Ribet( 美 国 ) ，Karl Rubin( 美 国 )，jJean- 
Pierre Serre( 法 国 ) ， 志 村 五 郎 (日 本 ), 谷山 丰 ( 日 本 ), John Tate( 美 国 ) ，Richard Taylor( 英 
国 ) ，Jacques Tilouine( 法国 ) ，Jerry Tunnell( 美国 ) ，Andre Weil( 法 国 ) ，Andrew Wiles( 英国 ). 
习题 
4.1 为 下 述 一 位 (或 多 位 ) 数 学 家 写 一 两 页 的 传记 ， 务 必要 和 氢 述 他 们 的 数学 成 就 (尤其 是 数论 成 果 ) ， 以 及 
人 生 中 某 些 细节 .也 要 描述 他 们 所 处 的 那个 时 代 的 科学 、 政 治 、 社 会 等 方面 的 历史 背景 : (a) 阿 贝 
尔 ，(b) Meziriac，(c) 戴 德 金 ，(d) 丢 番 图 (Diophantus of Alexandria)，(e) 狄 利克 雷 ，(f) 埃 拉 托 色 
尼 ，(g) 欧 几 里 得 (Euclid of Alexandria) ，(h) 欧 拉 ，(i 费 马 ，(j) 斐 波 那 契 ，(k) 高 斯 ，(1) 热 尔 曼 ， 
(m) 希 尔 伯 特 ，(n) 雅 可 比 ，(o) 克 罗 内 克 ，(p) 库 默 尔 ，(q) 拉 格 朗 日 ，(rc) 勒 让 德 ，(s) 刘 维尔 ， 
(1) 梅 森 ，(u) 阅 可 夫 斯 基 ，(v) 牛 顿 ，(w) 毕 达 哥 拉 斯 ，(x) 拉 马 努 金 ,，(y) 歼 曼 ，(z) 切 比 雪夫 . 
4.2 方程 a +b=c 有 许多 正 整数 解 ， 而 方程 a? +b =e 没有 正 整数 解 。 求 方程 


a+b =e * 1 


日 ”椭圆 曲 线 是 一 种 曲线 ， 不 是 椭圆 ， 它 由 方程 六 =x + ax? + bx+c 给 出 ,其 中 a，b, c 是 整数 ， 如 果 35-a 与 
27c -9ab+2a 没有 除 2 以 外 的 公 因 数 ， 且 满足 其 他 一 些 技术 性 条 件 ， 则 上 述 椭 圆 曲 线 是 半 稳 定 的 ， 在 第 43 ~ 
48 章 中 我 们 研究 椭 贺 曲线 . 

昌 ”、 如 果 存 在 从 被 称 为 模 曲 线 的 另 一 类 特殊 曲线 到 椭圆 曲线 的 映射 ， 则 该 椭圆 曲线 被 称 为 模 形式 的 或 具有 模 性 质 . 
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满足 c=b 宇 a=1 的 整数 解 . 

(a) 方 程 ( * ) 有 解 (a,， b,c) = (2, ,2，4)， 再 求 出 它 的 三 个 正 整数 解 . (提示 :; 寻找 形 如 (a, b,c) = 
(xz，yz， zz) 的 解 ， 当 然 ; 并 非 每 组 x*，y，z 都 可 行 ， 因 此 需要 你 识别 出 哪些 可 行 . ) 

(b) 如 果 (4，B，C) 是 (* ) 的 解 ，n 是 任意 整数 ， 证明 (n*4，n*8， mC) 也 是 ( * ) 的 解 . (* ) 的 解 
(a, b,c) 是 本 原 的 指 它 不 形 如 (n*4， nn?8，n:C) (其 中 n=2). 

(c) 求 (* ) 的 4 个 不 同 本 原 解 . ( 即 重 做 (a) ， 但 仅 要 本 原 解 . ) 

(d) 解 (2，2，4) 满 足 a=4、 求 满足 ea = 的 所 有 本 原 解 (ce，b，c)， 

”(e) 求 出 ( * ) 的 一 个 满足 a > 10 000 的 本 原 解 . 


第 5 章 整除 性 与 最 大 公 因数 


我 们 在 勾 股 数组 的 研究 中 已 经 看 到 ， 六 除 人 与 因数 分 角 的 人 是 数 沦 的 和 要 工具 在 本 
章 中 我 们 来 更 进一步 地 考察 这 些 想 法 . 

假设 m 与 是 整数 ， 普 关 0. 由 整 除 半 指 呈 是 风 的 倍数 ， 即 存 在 整数 使 得 n=mk， 如 
果 m 整除 n， 我 们 记 为 m1 n， 类 似 地 ， 如 果 .m 不 整除 n， 则 记 为 m+n， 例如， 由 于 6 =3 . 2， 
132 =12 .11， 所 以 316，121 132. 6 的 因数 是 1，2，3.. 另 一 方面 ， 由 于 没有 5 的 倍数 等 
于 7， 所 以 517. 整除 = 的 数 称 为 于 的 因数 ， 

如 果 已 知 两 个 整数 ， 我 们 可 以 求 其 公 因数 ,， 即 整除 它们 两 个 的 数 ， 例 如 ， 由 于 41 12 且 
4120， 所 以 4 是 12 与 20 的 公 因数 .注意 4 是 12 与 20 的 最 大 公 因 数 ， 类 似 地 ,， 3 是 18 与 
30 的 公 因 数 ， 但 不 是 最 大 的 ， 因为 6 也 是 公 因 数 ， 两 个 数 的 最 大 公 因 数 经 常 出 现在 我 们 的 
数论 讨论 中 ， 是 个 极其 重要 的 量 . 

两 个 数 a 与 5b( 不 全 为 零 ) 的 最 大 公 因 数 是 整除 它们 两 个 的 最 大 数 ， 记 为 gcd(a, 8) 如 
果 gcd(a, 5) =1， 我 们 称 a 与 5b 互 素 . 

在 前 述 的 两 个 例子 中 ， 

gcd(12,20) =4 且 gcd(18,30) = 6. 
另 一 个 例子 是 
gcd(225 ,120) = 15， 
通过 分 解 因数 225 =3”. 5 与 120 =2 .3 . 5， 可 验证 答案 是 正确 的 , 但 是 一 般 地 ， 要 计算 a 
与 4 的 最 大 公 因 数 ， 分 解 a 与 不 是 有 效 的 方法 2. 

求 两 个 数 最 大 公 因 数 的 最 有 效 方法 是 欧 几 里 得 算法 ， 这 是 由 直到 余数 为 零 的 一 系列 带 余 
除法 组 成 的 .在 叙述 一 般 方法 前 ， 我 们 用 两 个 例子 来 说 明 . 

作为 第 一 个 例子 ， 我 们 计算 gcd(36，132)， 第 一 步 是 132 除 以 36 得 商 3 与 余数 24， 我 
们 将 此 记 作 
132 = 3 x 36 + 24. 

第 二 步 是 取 36， 用 前 一 步 的 余数 24 除 36 得 

36 = 1 x 24 + 12. 
下 一 步 ， 用 12 除 24 求 得 余数 0， 

24 =2x12+0. 
欧 几 里 得 算法 说 明 当 得 到 余数 0 时 ， 则 前 一 一 步 的 余数 访 是 最 初 丙 个 数 的 城 所 以 在 
这 种 情况 我 们 求 得 ged(132，36) = 12. 

下 面 做 一 个 更 大 的 例子 .计算 
gcd(1 160718 174 ,316 258 250). 

做 这 种 大 数 例子 是 为 了 说 明 计 算 最 大 公 因 数 的 欧 几 里 得 算法 远 比 因数 分 解法 更 有 效 ， 由 


日 计算 a 与 8 的 最 大 公 因 数 的 更 低 效 方法 是 我 女儿 四 年 级 老师 教 的 方法 ， 老 师 要 求学 生 分 别 列 出 a 与 5 的 所 有 因 
数 ， 然 后 找 出 同时 出 现在 两 个 表 中 的 最 大 数 . 


| 
| 
| 
| 
/ 
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1 160 718 174 除 以 316 258 250 开始 ， 得 商 3 和 余数 211 943 424， 接 下 来 取 316 258 250 ， 


[29] 用 211 943 424 去 除 它 。 继续 进行 这 个 过 程 直到 得 到 余数 0 为止. 具体 计算 见 下 表 : 


L30 


1160718 174 = 3 x 316 258 250 + 211 943 424 
316 258 250 = 1 x 211 943 424 + 104 314 826 
211 943 424 = 2 x 104 314 826 + 3 313 772 
104 314 826 = 31 x 3 313.772 + 1 587 894 
3 313 772 = 2 x 1 587 894 + 137 984 
1 587 894 = 11 x 137 984 + 70-070 
137 984 = 1 x 70 070 + 67 914 
70070 = 1 x 67 914 + 2156 
67914 = 31 x 2156 + 僵 最 大 公 因 数 
2156 = 2 x 1078 + 0 
注意 如 何在 每 一 步 用 4 除 以 B 得 到 商 0 和 余数 换 句 话说 ， 
4=QxB+R. 
然后 在 下 一 步 用 数 刀 与 尺 代 蔡 原 来 的 4 与 8， 继 续 此 过 程 直到 得 到 余数 0 为 止 ， 此 时 ， 前 一 
步 的 余数 尺 就 是 最 初 两 个 数 的 最 大 公 因 数 ， 所 以 ， 上 述 计算 表明 
gcd(1 160 718 174 ,316 258 250) = 1078. 
通过 验证 1078 确实 是 公 因 数 可 部 分 地 检验 我 们 的 计算 (一 种 好 想法 )， 事 实 上 ， 
1 160718 174 = 1078 x 1076733, 316258250 = 1078 x 293 375. 
在 进行 欧 几 里 得 算法 理论 分 析 之 前 ， 有 个 现实 的 问题 要 考虑 、 如 果 已 知 4 与 B， 如 何 求 
商 8 与 余数 尺 呢 ? 当然， 总 可 以 使 用 通常 的 带 余 除 法 , 但是， 如 果 4 与 很 大 ， 就 可 能 很 
耗 时 间 而 且 容 易 出 错 ， 令 人 愉快 的 选择 是 借助 计算 器 或 计算 机 程序 ， 自 动 为 你 计算 0 与 R. 
然而 ， 即 使 仅 配备 廉价 的 计算 器 , 求 0 与 民 仍 需要 基本 的 三 个 步 又， 


在 计算 器 上 计算 8 与 R 使 得 4=Bx0Q+R 的 方法 : 
1. 使 用 计算 器 计算 4 除 以 8， 得 十 进 制 数 . 


2. 丢弃 小 数 点 右边 的 所 有 数字 得 到 0. 
3. 使 用 公式 R=4-8x0 求 RR. 


例如 ， 假 设 4=12 345 与 B=417. 则 4/B=29.6043…， 所 以 , 0 =29 有 R=12345 - 
417 . 29 .= 252. 
下 面 我 们 分 析 欧 几 里 得 算法 . 对 于 一 般 情形 ， 有 


a= gq xb+r, 
b= 9q xm + 六 
n= gq Xr +r 


r= q4 XTr3 +r 


Ta-3 = Grol X re-z + mm- 


鸽 除 性 与 取 大 公 因 数 79 


rz = gs XTt + [| 一 最 大 公 因 数 


T= qt XT +0 
如 果 令 7。=5 且 rr.,=a, 则 每 行 形 如 
fil = Gil x ri + Tist* 


为 什么 最 后 的 非 零 余数 六 是 a 与 5 的 公 因 数 呢 ? 我 们 从 最 底 行 开始 向 上 分 析 ， 最 后 一 

行 m-, =9,wirs 表明 7, 整除 7,_,， 则 前 一 行 

La 二 g, Xr _ 十 Ta 
表明 7, 整除 mr，， 因 为 它 整 除 m ,与 7, 现在 观察 再 前 曾 一 行 ， 我 们 已 知道 " 整除 7,_1 与 
| A 整除 = 与 
r,， 于 是 第 二 行 b=g, xr, +m 表明 r 整除 b. 最 后 到 达 顶 行 ， 利 用 六 整除 与 6 可 得 到 7 
整除 a 的 结论 ， 这 就 完成 了 最 后 非 零 余 数 m 是 a 与 5 公 因 数 的 证 明 . 

但 是 ， 为 什么 7 是 a 与 5 的 最 大 公 因 数 呢 ? 假设 4d 是 a 与 5b 的 任意 公 因 数 ， 让 我 们 回 到 
等 式 表 ， 从 第 一 个 等 式 a=g, xb+m 和 4d 整除 a 与 5»， 可 得 d 也 整除 r,， 则 第 二 个 等 式 5 = 
qri +7s 表明 d 一 定 整除 r,， 逐 行 继续 下 去 ， 在 每 一 步 我 们 得 到 d 整除 前 两 个 余数 mr_, 与 mn， 
则 前 行 7,_， = 9g xm +r 可 知 d 也 整除 下 一 个 余数 7,,,， 最 终 到 达 倒 数 第 二 行 7,.， = 
gq Xr,_t +j,， 至 此 就 得 到 d 整除 7, 的 结论 ， 因 此 我 们 已 证 明 如 果 d 是 a 和 6 的 任意 公 因 数 ， 
则 a 整除 ,于 是 ,7, 一 定 是 a 与 4 的 最 大 公 因数 . 

综 上 所 述 ， 我 们 验证 了 欧 几 里 得 算法 的 确 计 算出 了 最 大 公 因 数 ， 它 的 重要 性 使 得 有 必要 
把 它 形成 一 个 定理 . 

定理 5.1( 欧 几 里 得 算法 ) ”要 计算 两 个 整数 a 与 b 的 最 大 公 因 数 ， 先 令 r_，=a 且 r=b， 
然后 计算 相继 的 商 和 余 教 ， 

rr =lXrmdyr (i=0,1,2,.…) 
直到 某 余 数 ri 为 0， 最 后 的 非 零 余 数 mr, 就 是 a 与 5 的 最 大 公 因 数 . 

为 什么 欧 几 里 得 算法 总 能 完成 任务 呢 ? 换 名 话说， 我们 知道 最 后 的 非 零 余 数 就 是 所 希望 
的 最 大 公 因 数 ， 但 是 为 什么 一 定 会 得 到 确实 等 于 0 的 余数 呢 ? 这 并 不 是 一 个 无 聊 的 问题 ， 因 
为 容易 给 出 不 终止 的 算法 ; 甚至 存在 着 很 简单 的 算法 使 得 人 们 不 知道 它 是 否 会 终止 。 幸运 
的 是 ， 容 易 看 出 网 几 里 得 算法 总 会 终止 ， 理 由 很 简单 ， 每 次 计算 商 和 余数 ， 

A=QxB+R, 
余数 在 0 与 召 -1 之 间 ， 这 是 显然 的 ， 因 为 如 果 RB， 则 可 以 再 加 1 到 商 Q， 并 从 RR 减 去 
B. 所 以 ， 欧 几 里 得 算法 中 的 余数 不 断 减 小 : 
b=r >r >r, >r >.. 

得 是 ， 所 有 全数 大 于 等 于 0， 因此 得 汉人 玉环 的 玫 运 尖 让 列 ， 最 后 必 菇 于 先 先 人 
数 ; 事实 上 ， 显 然 至 多 经 过 45 步 就 会 得 到 余数 0， 幸 运 的 是 ， 欧 几 里 得 算法 远 比 这 更 有 效 . 
在 习题 中 你 会 证 明 网 几 里 得 算法 的 步 数 至 多 是 b 的 位 数 的 7 倍 ， 所 以 ， 在 计算 机 上 当 a 与 6 
有 几 百 位 甚至 几 千 位 时 ， 很 容易 计算 gcd(a, 5). 


习题 
5.1 应 用 欧 几 里 得 算法 计算 下 述 最 大 公 因 数 
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品 5.2 


5.3 


5S.4 


5.5 


(a)gcd(12 345, 67 890) (b)gcd(54 321, 9876) 
编写 程序 计算 两 个 整数 a 与 的 最 大 公 因数 gcd(a, 5)， 即 使 a 与 5 中 的 一 个 等 于 零 ， 程 序 也 应 该 运 
行 ， 但 要 确保 a RAR 

设 b=7。，r,，r，，*… 是 将 欧 几 里 得 算法 应 用 于 a 与 5 得 到 的 相继 余数 ， 证 明 每 两 步 会 缩小 余数 至 少 一 
半 ， 换 名 话说 ， 验 证 


证 


这 i i = 0,1,2,... 

由 此 证 明 欧 几 里 得 算法 在 至 多 2log, (5) 步 终止 ,其 中 iog， 是 以 2 为 底 的 对 数 ， 特别 地 ， 证 明 步 数 至 多 

是 48 的 位 数 的 7 信 .，( 提 示 ; log, (10) 的 值 是 多 少 ?) 

如 果 mm 与 4 都 整除 L， 则 数 工 被 称 为 m 与 n 的 倍数 ， 最 小 的 这 种 上 被 称 为 m 与 的 最 小 公信 数 ， 记 为 

LCM(m,，n). 例如 ，LCM(3, 7) =21， LCM(12, 66) =132. 

(a) 求 下 述 最 小 公 售 数 . 
(i)LCM(8, 12) Ci) LCM(20, 30) (iii)LCM(51，68) (iv)LCM(23，18) 

(b) 对 于 在 (a) 中 计算 的 每 个 LCM， .比较 LCM(m, n) 与 m,n,，gcd(m,， n) 的 值 ， 试 找 出 它们 之 间 的 
关系 ， a 

{c) 证 明 你 所 发 现 的 关系 对 所 有 m 与 n 成 立 . 

《d) 用 (b) 中 的 结果 计算 LCM(301 337 ,307 829). 

MC} e720, 来 台 与 m 存在 一 种 以 上 的 本 能 作 吗 ? 如 果 克 在 。 求 
出 所 有 的 m 与 

“3n +1 算法 "如 下 : 从 给 定 正 整 数 n 出发， 如 果 n 是 偶数 则 将 它 除 以 2; ,如果 nn 是 奇数 则 把 它 玖 换 成 


”3n+1， 如 此 反复 进行 下 去 ， 例如， 如 果 由 5 开始 ， 则 得 到 数列 


5,16,8,4,2,1,4,2,1,4,2,1,... 


”如 果 由 7 开始 ， 则 得 到 


品 5.56 


7,22,11,34,17,52,26,13 ,40,20,10,5,16,8,4,2,1,4,2,1,… 

注意 得 到 1 后 数列 正好 连续 重复 4，2，1， 一 般 地 ， 下 述 两 种 可 能 性 之 一 将 会 出 现 6. 

(让 我 们 可 结束 重复 出 现 先前 的 某 数 a， 在 这 种 情况 下 两 个 a 之 间 的 数 段 会 无 穷 次 重复 . :此 时 称 算法 
在 最 后 一 个 不 重复 值 处 终止 ， 数 列 中 不 同 项 的 个 数 叫做 算法 长 度 . 例如 ， 对 5 与 7, 算法 在 1 处 终 
止 ，5 的 算法 长 度 是 6， 而 7 的 算法 长 度 是 17. 

《这 我 们 可 能 从 不 重复 相同 的 数 ， 此 时 说 算法 没有 终止， ! 

(a) 对 的 下 述 每 一 个 开始 值 ， 求 3n+1 算法 的 长 度 与 终止 值 : 

(Dn=21 (ii)n=13 (ii)n=31 

(b) 做 进一步 的 实验 ， 试 确定 3n +1 算法 是 否 总 是 终止 ， 如 果 终 止 的 话 ， 它 在 何 值 处 终止 ? 

(c) 设 L(n) 是 开始 值 为 n 的 算法 长 度 ( 当然, 假设 算法 终止 )， 例 如 , L(5) =6 与 5(7) =17. 证 明 ”= 
8k+4 时 L(n) =L(n+1). (提示 : 如 果 开 始 值 为 8k+4 与 8k+5， 算法 的 运行 结果 是 什么 ?) 

(qd) 证 明 n=128k+28 时 L(n) =L(n+1) =L(n +2). 

(ec) 类 似 于 (ce) 与 (d)， 找 出 其 他 条 件 使 得 的 相继 值 有 相同 长 度 . (使 用 下 一 一 间 习 题 积累 的 数据 可 能 
是 有 帮助 的 , ) 

编写 程序 来 运行 上 题 叙 述 的 3n + 1 算法 ， 用户 输 入 nm， 程序 就 会 给 出 3n+1 算法 的 长 度 L(n) 与 终止 什 

7(n)， 用 你 的 程序 制作 一 个 表格 ,给 出 所 有 开始 值 1<n<100 的 算法 长 度 与 终止 值 . 


日 ”当然 有 第 三 种 可 能 性， 我 们 可 能 厌烦 计算 而 停止 工作 ， 此 时 ， 你 可 能 将 算法 终止 归咎 于 计算 机 * 精 疲 力 尽 ". 
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已 知 两 个 整数 a 与 5， 我们 观察 由 a 的 倍数 加 上 “5 的 倍数 得 到 的 所 有 可 能 整数 ， 换 句 话 
说 ， 考 察 由 ax + by 得 到 的 所 有 整数 ， 其 中 与 x 可 为 任何 整数 ， 注 意 允 许 * 与 y 取 正 值 或 负 
值 ， 例 如 ， 取 a=42 与 b=30. 对 这 种 a 与 6，ax +by 的 一 些 值 由 下 表 给 出 : | 


#= -3 X%= -2 *= -1] =0 *=l %=2 %=3 
y= -3 -216 一 174 -132 -90 -48 -6 36 
y= -2 -186 一 144 -102 -60 -18 24 ,66 
Y=.-1 -156 ~114 一 72 -30 12 54 96 
y=0 -126 -84 一 42 0 42 84 126 
y=] -96 -54 -12 30 72 114 156 
y=2 -66 -24 18 60 102 144 186 
y=3 -36 6 ~ 48 90 132 174 216 

42x +30y 的 数值 表 


对 表 的 第 一 个 观察 结果 是 表 中 的 每 项 被 6 整除 .这 并 不 令 人 惊讶 ， 因 为 42 与 30 都 能 被 
6 整除 ， 所 以 ， 形 如 42x +30y =6(7x +5y) 的 每 个 数 是 6 的 倍数 ， 更 一 般 地 ， 显 然 形 如 ax + 
by 的 每 个 数 被 gcd(a， 65) 整除 ， 因 为 gcd(a，b) 整 除 a 与 b. 
第 二 个 观察 结果 是 42 与 30 的 最 大 公 因 数 6 实际 上 出 现在 表 中 ， 这 多 少 有 点 令 人 惊讶 . 
由 上 表 得 
42.(-2)+30.3 =6 = gcd(42,30). 
上 述 例 子 揭示 了 下 述 结论 : 


形 如 ax +by 的 最 小 正 整数 等 于 gcd(ac，20). 


有 许多 方法 证 明 这 是 成 立 的 .我们 利用 欧 几 里 得 算法 来 构造 出 适当 的 与 Y” 换 句 话 

说 ， 将 描述 求 方程 
ar +by = gcd(a,b) 

整数 解 x 与 y 的 方法 ， 由 于 每 个 数 ax + by 被 ged(a, 5b) 整除，ax + 的 最 小 正 整 数值 恰好 是 
gcd(a, b). 

如 何 解 方程 ax + by = gcd(a,5) 呢 ?. 如 果 a 与 5 较 小 ， 也 许 能 猜 出 一 个 解 ， 例如， 方程 

lO0x + 35y = 5 

有 人 解 *= -3 与 Y=1， 方程 , 
7x+1lly=1 
有 解 x= -3 与 y=2， 我 们 也 注意 到 可 能 有 多 个 解 ， 因 为 x=8 与 y= -5 也 是 7x+11y=1 
的 解 . 

然而 ， 如 果 a 与 5 较 大 ， 猜 测 或 尝试 法 就 不 那么 奏效 了 ， 我 们 先 用 例子 来 阐述 如 何 用 欧 
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几 里 得 算法 来 解 方程 ax + by = gcd(a，5)， 试 解 
22x + 60y = ged(22,60). 
第 一 步 ， 应 用 欧 几 里 得 算法 计算 最 大 公 因 数 . 我 们 求 得 
60=2x22+16 
22=1x16+6 
16=2x6+4 
6=1x4+2 
4=2x2+0 
这 表明 gcd(22，60) =2， 这 是 一 个 无 需求 助 于 欧 几 里 得 算法 的 显而易见 的 事实 ， 然 而 ， 用 
欧 几 里 得 算法 计算 很 重要 ， 因 为 我 们 利用 中 间 商 和 余数 来 解 方程 22x + 60y =2. 首先 ， 将 第 
一 个 等 式 改写 成 
16=a-2b， 其 中 4a =60，8 = 22. 
下 面 ， 用 这 个 值 替换 第 二 个 等 式 中 的 16， 得 ( 记 住 b=.22) 
b=1x16+6=1x(a-2b)+56. 
重新 整理 这 个 等 式 把 6 移 到 一 边 ， 得 ， 
6=6-(a-26) =-a+3b. 
现在 将 值 16 与 6 代入 下 一 个 等 式 16 =2 x6 +4: 
a-2b=16=2x6+4=2(-a+3b) +4. 
移 项 得 
4=(a-2b) -2(-a+3b) =3a - 8b. 
最 后 ， 使 用 等 式 6=1 x4+2 得 
-a+3b=6=1x4+2=1x(3a-8b) +2. 
重 排 这 个 等 式 得 所 希望 的 解 “1 
-4a+11b = 2. | 
(应 该 验证 一 下 我 们 的 结论 : -4 x60+11 x22 = -240 +242 =2. ) 
可 将 上 述 计 算 概括 成 下 述 表格 . 注意 左边 等 式 是 欧 几 里 得 算法 ， 右 边 等 式 计算 ax + by = 
gcd(a， 上 4b) 的 解 . 


"a=2xb+16 16 =a -28 
pn=1l1x1l16+6 6=b-1x16 
. | =b-1x(a-26) ， 

= -a+3b 

16=2x6+4 4=16-2x6 
=(a-2b) -2x( -a+3b) 
=3a-86 : | i 

6=1x4+2 2=6-1x4 


2 =( -a+3b) -1x(3a-8b) 
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= -4a+116 
4=2x2+0 
为 什么 这 种 方法 可 行 呢 ?看 一 下 下 表 就 清楚 了 .从 欧 几 里 得 算法 涉及 a 与 5 的 前 两 行 开 
始 ， 按 照 我 们 的 方式 向 下 进行 : 
a=qgb +r ri =a—-qgb 
b=gr, +r, T =b ~ gar 
=b-g,(a—-gb) 
= -9g2a+(T+9ig2)0 
n= gr 十 六 rm3 =r ~ ga72 
=(a-9g2b) -9g( -ga+(1+qgigz)b) 
=(1+q93)a-— (gq + qs +919193)b 
一 行 行进 行 ， 将 陆续 得 到 形 如 
最 新 余数 = a 的 倍数 +4 的 倍数 
的 等 式 ， 最 终 我 们 得 到 最 后 的 非 零 余数 ， 它 等 于 gcd(a, 8)， 这 就 给 出 了 方程 gcd(a, 5) = 
ax + by 所 需 的 解 ， 
下 面 的 表格 给 出 对 应 于 较 大 数 a = 12 453 与 4 =2347 的 例子 .与 前 面 一 样 ， 左 边 等 式 是 
欧 几 里 得 算法 ， 右 边 解 方程 ax + by = gcd(a, 5b)， 可 以 看 到 gcd(12 453，2347) =1, 方程 
12 453x +2347y =1 有 解 (x，y) = (304，- 1613 ). 


a=5 xb+718 718 =a -56 

b=3x718 +193 193 =b -3x718 
=b-3x(a-56) 
= -3a+16b 


718 =3 x193 +139 139 =718 ~ 3 x 193 
=Ca-5b) -3x( -3a+16b) 
=10a -~ 53b 
193 =1 x139 +54 54 =193 -139 
=( -3a+16b) - (10a -536) 
-13a+69b 
139 =2 x54 +31 31 =139 -2 x54 
.=(10a-535) -2x( -13a+69b) 
=36a -191b | 
54 =1x31+23 | 23=54-31 
= ~13a+69b - (36a -1910) 
= -49a +2606 
31=1 x23 +8 8 =31 -23 


38 


39 
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=36a ~191b -( -49a +2606b) 
=85a ~451b 

23=2x8+7 7=23 -2x8 
=( -49a+2608) -2x(8Sa -4510) 
= -219ua+11620 | 


8=1x7+1 1=8-7 
和 =85a -4516 ~ ( -219a +11624) 
=304a -16134b 
7=7xl1+0 


现在 ,我 们 知道 方程 

ax + by = gcd(a,b) 
总 有 整数 解 x 与 Y” 本 章 讨论 的 最 后 一 个 话题 是 方程 有 多 少 个 解 以 及 怎样 表述 所 有 和解 的 问 
题 ， 我 们 由 互 素 的 a 与 少 开 始 ， 即 让 gcd(a, 6b) =1, 假设 (x,，y,) 是 方程 

ax+by=1 
的 一 个 解 。 通 过 x, 减 去 b 的 倍数 和 y, 加 上 a 的 相同 倍数 ， 可 得 到 其 他 解 ， 换 句 话 说， 对 任 
何 整数 上， 我 们 得 到 新 解 (x, + 所，y, - ka) .通过 计算 
az + hb) + bly - ka) = ax + akb + by, -bka = ax +by, = 1 

可 验证 这 确实 是 解 . 

例如 ， 如 果 由 5x +3y =1 的 解 ( -1，2) 开 始 ， 则 得 到 新 解 ( -1 +3k，2 -5k). 注意 允 
许 整 数 上 是 正 的 、 负 的 或 零 ， 取 此 的 特殊 值 就 得 到 解 

,13,22),(- 10,17),(—-7,12);C(-4,7),(— 1,2), 
(2, -3),(5, -8),(8, — 13),(11, ~ 18) ,…. 

仍旧 观察 gcd(a，2) =1 的 情形 ， 可 证 明 这 种 方法 给 出 所 有 解 . 假设 (x,，y) 与 (%,， 

yz ) 是 方程 ax + by =1 的 两 个 解 ， 即 1 
axi +bx =1 有 有 ax, +by = 1. 
我 们 用 ” 乘 第 一 个 方程 ， 用 y, 乘 第 二 个 方程 ,再 相 减 就 消去 了 4b， 重新 整理 后 得 到 
aXiy2 ~ ANN) = y2 hh 
类 似 地 ， 如 果 用 x, 乘 第 一 个 方程 ， 用 x, 乘 第 二 个 方程 ， 再 相 减 便 得 到 
bxsy) 一 bry .= X 一 Xi， 
如 果 令 =%,y 1y2, 则 得 到 : 
x Xi+hkb 与 y =yi - ka. 

这 表明 第 二 个 解 (x*,，y, ) 可 由 第 一 个 解 (x, ，y) 得 到 ，x, 是 x, 加 上 5 的 倍数 ，y, 是 y, 减 去 
4 的 相同 倍数 .所 以 ， 由 初始 解 (x, ，y, ) 通 过 取 不 同 的 上 值 可 得 到 ax + by =1 的 每 个 解 (xi + 
kb, y, ~ ka). 


日 几何 上 ， 由 直线 ax +by=1 上 的 已 知 点 (x, ，y1) 开 始 ， 使 用 直线 具有 斜率 -a/b 的 事实 求 新 点 (zl +t, YY ~ (a/ 
bt)， 要 得 到 新 的 整数 点 ， 需 要 设 上 是 8 的 倍数 ， 替 换 上 = 总 给 出 新 的 整数 解 (zf + 后，7 -kha). 
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如 果 gcd(a, 5) > 1 情况 会 如 何 呢 ? 为 简化 公式 ,我们 令 g = gcd(a,， 5b)， 由 欧 几 里 得 算 
法 知 方程 


ax+by=g 
至 少 有 一 个 解 (x,，7,)， 而 g 整除 a 与 5， 故 (x,，y,) 是 简单 方程 
x 2 =1 
8 如 


的 解 。 于 是 根据 前 面 的 方法 ,通过 将 的 值 代入 
b a 
(x Se S| 
可 得 到 其 他 解 。 这 就 完成 了 对 方程 ax + by =g 解 的 描述 ， 我 们 把 它 概括 成 下 述 定理 . 
定理 6.1( 线性 方程 定理 ) 设 a 与 是非 替 整数 ，g =gcd(a, 5)， 方程 
ax +by=g 
总 是 有 一 个 整数 解 (xz ，yi ) ， 它 可 由 前 面 叙述 的 欧 几 里 得 算法 得 到 ， 则 方程 的 每 一 个 解 可 由 


(4 + 


得 到 ， 其 中 此 可 为 任意 整数 .， 

例如 ， 我们 看 到 方程 | 

60x + 22y = ged(60,22) = 2 
有 解 *= -4, y=11. 于 是 线性 方程 定理 表明 每 个 解 由 公式 
(4+11k,11, 一 30k) (Ek 可取 任 意 整 数 ) 

得 到 .特别 地 ， 如 果 要 求 * 是 正 整数 解 ， 则 可 取 避 =1， 这 就 给 出 最 小 的 这 种 解 (x.,，y) = (7， 
-19). 

在 本 章 我 们 已 经 证 明了 方程 

ax +by = gcd(a,b) 

总 有 解 . 这 个 事实 在 理论 与 实践 上 都 很 重要 ， 我 们 将 在 数论 研究 中 反复 使 用 它 ， 例 如 ， 在 第 
18 章 研 究 密 码 学 时 就 需要 解 方程 ax + by =1， 在 下 一 章 ， 我 们 将 这 个 方程 用 于 素数 分 解 理论 


习题 
6.1 (a) 求 方程 
' 12 345x + 67 890y = gcd(12 345 ,67 890) 
的 一 组 整数 解 . 
(b) 求 方程 
. 54 321x +'9876y = gcd(54 321,9876) 
的 一 组 整数 解 . - 


6.2 求 下 述 方程 的 所 有 整数 解 : 
(a)105x +121y =1 
(b)12 345x +67 890y = gcd( 12 345, 87 890) 
(ce)54 321x +9876y = gcd(54 321, 9876) 


26 第 6 章 


品 6.3 本 章 叙 述 的 求解 ax+by=gcd(a, 5) 的 方法 包含 相当 多 的 代数 运算 与 回 代 ， 本 题 描述 计算 * 与 y 的 另 


6.4 


6.5 


6.6 


一 种 方法 ， 它 容易 在 计算 机 上 应 用 . 
(a) 证 明 图 6. 1 中 描述 的 算法 能 计算 正 整数 a 与 b 的 最 大 公 因 数 g 以 及 方程 ax + by =gcd(a,， 4b) 的 一 组 
特 解 (x*，7). 


{1) 置 x=1, g=a, v=0 与 w =. 
(2) 如 果 w=0， 则 置 Y=(g -ax) 作 并 返回 值 (8E，x*，y). 
(3)g 除 以 w 得 余数 1, gg =gw+t(0<t<w). 


(4) 置 s=x -gv. 
(5) 置 (x, g) =(v, w). 
(6) 置 (v,，w) =(s, 41). 
(7) 转 到 第 2 步 . 


图 6.1 解 ax+by=gcd(a, 6b) 的 有 效 算法 
《b) 运 用 你 使 用 的 计算 机 语言 ， 在 计算 机 上 运行 上 述 算法 ， 
(c) 用 你 计算 g = gcd(a, 5b) 的 程序 ， 对 下 述 有 序 对 (a，6) 求 ax + by =g 的 整数 解 . 
(i) (19789, 23 548) (ii)(31875, 8387) (iii)(22241739, 19 848 039) 
(d)&b=0 时 你 的 程序 出 问题 吗 ? 修改 程序 使 得 程序 能 正确 处 理 这 种 情况 . 
(e) 为 了 后 面 的 应 用 ， 求 出 x>0 的 解 是 有 用 的 ， 修 改 你 的 程序 ， 使 得 程序 总 能 得 到 x > 0 的 解 . ( 提 
示 :; 如 果 (*，7y) 是 解 ， 则 (zx +p，y-a) 也 是 解 . ) 
(a) 求 方程 


6x +15y+20z = 1 
的 整数 解 x*，y 与 z. ; 
(b)a, 5,c 满足 什么 条 件 时 方程 
ax+by+cz=1 
有 整数 解 ? 当 有 人 解 时 给 出 求解 的 一 般 方法 . 
(c) 使 用 (b) 中 的 方法 求 方程 
155x + 341y + 385z = 1 
的 一 组 整数 解 . 
假设 gcd(a，2) =1， 证 明 对 每 个 整数 c， 方 程 ax + by =c 有 整数 解 x 与 y+ (提示 : 先 求 az+ 好 =1 的 
解 再 乘 以 c. ) 求 37x +47y = 103 的 一 组 解 ， 尽 量 让 x,y 比较 小 . 
有 时 ， 我 们 仅 对 方程 ax + by =e 的 非 负 整 数 解 x 与 y 感 兴趣 . 
(a) 解 释 为 什么 方程 ax+5y =4 没有 整数 解 *0 与 70. 
(b) 制 作 形 如 3x +5y(x 守 0，y 宕 0) 的 数值 表 ， 给 出 不 可 能 出 现 的 数值 的 猜想 ， 然 后 证 明 你 的 猜想 是 正 
确 的 . 
(c) 对 (a, 5) 的 下 述 值 ， 求 不 能 表示 成 ax + by(x 宇 0，y 宇 0) 形 式 的 最 大 整数 . 
(i)(a, 8)=(3, 7) (ii)(a, 8)=(5, 7) (ii)(a, 6)=(4, 11) 
(d) 设 ged(a, 5b) =1， 使 用 (ce) 中 的 结果 猜想 出 不 能 表示 成 ax + 好 (其 中 x>0，7y=0) 形 式 的 最 大 整数 
(用 a 与 5 表示 )， 对 (a, b) 的 至 少 两 个 值 检验 你 的 推测 . 
(e) 证 明 你 在 (d) 中 猜 出 的 公式 是 正确 的 . 
(了) 试 将 上 述 问 题 推广 到 三 项 和 ax +by+cz( 其 中 x0, y>0，z 宇 0)， 例如， 不 能 表示 成 6x + 10y + 15z 
《其 中 *=>0，y=0，z>0) 的 最 大 整数 是 什么 ? 
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素数 是 这 样 的 整数 >2， 它 的 ( 正 ) 因 数 仅 有 1 与 p， 不 是 素数 的 整数 m 宇 2 叫做 合 数 . 
例如 ， 
素数 2,3,5;7,11,13,17,19,23 ,29 ,31 ,… 
合 数 4;6;8,9,10,12,14,15 ,16 ,18 ,20 ,… 
素数 是 以 数 的 这 样 一 种 整除 性 为 特征 的 ， 也 就 是 说 ,它们 是 用 只 能 被 1 和 它们 自身 整除 这 种 
性 质 定义 的 ， 所 以 ， 素数 应 该 具有 的 与 它们 所 整除 的 数 有 关联 的 特殊 性 质 并 不 是 一 目 了 然 
的 ， 因此， 下 述 与 素数 相关 的 论断 既是 很 重要 的 ， 又 是 非 显 而 易 见 的 ， 关 于 素数 的 下 述 事实 
是 重要 的 , 但 并 非 显 而 易 见 . 
断言 7.1 邻 p 是 素数 ,假设 p 整除 乘积 ab， 则 卫 整 除 a 或 忆 整 除 8 或 者 疡 既 整 除 5 也 
整除 0) ”， 2 
证 明 已 知 p 整除 乘积 ab， 如 果 p 整除 a， 则 证 明 已 完成 ， 所 以 可 假设 p 不 整除 a. 现 
在 考虑 gcd(p，a) 等 于 什么 ， 既 然 它 整除 p， 它 就 是 1 或 p。， 它 也 整除 a， 由 于 已 假设 p 不 整 
除 a， 所 以 gcd(p，a) 不 是 p， 因 此 gcd(p，a) 必 等 于 1. 
”下 面 应 用 p 与 a 的 线性 方程 定理 (第 6 章 )， 线 性 方程 定理 指出 可 以 求 方程 
px+ay=]1 
的 整数 解 x 与 Y” (注意 运用 事实 gcd(p，a) =1. ) 现 在 , 方程 两 边 同 乘 以 8 得 
pbx + aby = b. 
显然 , p 整除 pbx， 由 于 p 整除 ab, p 也 整除 aby， 故 p 整除 和 
pbx + aby, 
从 而 p 整除 5， 这 就 完成 了 断言 的 证 明 ®. 口 
断言 指出 如 果 素 数 整 除 乘 积 ab， 则 它 必 整 除 其 中 一 个 因数 ， 注 意 这 是 素数 的 特殊 性 质 ， 
对 合 数 则 不 成 立 ， 例 如 ，6 整除 乘积 15. 14, 但 是 6 既 不 整除 15 也 不 整除 14， 不 难 将 断言 
推广 到 超出 两 个 因数 的 乘积 的 情形 . 
定理 7.2 (素数 整除 性 质 ) ”假设 素数 p 整除 乘积 aa,… a,， 则 了 整除 ql， a,,， ,a, 
中 至 少 一 个 因数 . 
证 明 ”如 果 p 整除 a,， 则 证 明 完成 否则， 应 用 断言 到 乘积 
al (daa a,) 
得 出 p 必 整 除 oa”… a, 的 结论 ， 换 句 话 说 ， 应 用 a =a 与 b= aa，… a, 的 断言 、 我 们 已 知 
pP1 ab, 所 以 如 果 p+1+a， 则 断言 表明 p 必 整 除 4. 
现在 已 知 p 整除 a,a;… a,。， 如 果 p 整除 c ， 则 证 明 完 成 ， 否则 ， 应 用 断言 到 乘积 cx (a,… 
a,) 得 出 p 必 整 除 a,… a, 的 结论 ， 继 续 这 种 过 程 最 终 必然 求 得 p 整除 某 个 ai 口 


日 ”如 果 将 a 与 46 分 解 成 素数 的 乘积 ,你 就 会 认为 这 个 断言 是 显然 的 然而， 整数 恰好 以 一 种 方式 分 解 成 崇 数 乘积 
的 事实 本 身 并 不 那么 显而易见 。 在 本 章 后 面 ， 我 们 将 进一步 加 以 讨论 . 
台 ” 当 我 们 验证 断言 或 证 明 命题 时 ， 用 小 方 框 “ 口 "表示 已 经 完成 证 明 . 
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在 本 章 后 面 ， 我 们 使 用 素数 整除 性 质证 明 每 个 正 整数 可 唯一 分 解 成 素数 的 乘积 ， 可惜， 
大 多 数 读者 对 这 个 重要 事实 如 此 熟悉 以 至 于 他 们 会 问 为 付 么 需要 证 明 的 问题 ， 所 以 ， 在 给 出 
证 明之 前 ， 要 设法 使 读者 确信 唯一 分 解 成 素数 乘积 并 不 是 那么 显然 ， 为 此 ， 离 开 熟 悉 的 整数 
世界 进入 到 9 SE 

偶数 世界 
(通常 称 作 “- 地 带 ”) 
在 已 知 数 仅 是 偶数 的 世界 里 想象 自己 ， 这 个 世界 存在 的 仅 有 的 数 是 
E = 1.…,-8,-6,-4,—-2,0,2,4,6,8,10,.…}. 

注意 在 E -地带 ， 可 如 通常 一 样 进行 加 、 减 、 乘 运算 ， 因 为 偶数 的 和 、 差 、 积 还 是 偶数 .也 
可 以 谈论 整除 性 ， 如 果 存 在 数 上 使 得 n =mk， 则 称 数 m 也 -整除 数 m 但 由 于 现 处 在 E- 地 带 ， 
所 以 “ 数 ” 指 的 是 偶数 ， 例 如 ， 因 为 12 =6 . 2， 所 以 6 瑟 - 整 除 12; 因为 没有 ( 偶 ) 数 大 满足 18 = 
6k， 所 以 6 不 -整除 18. 

我 们 也 可 以 谈论 素数 .如 果 任 何 ( 偶 ) 数 不 整除 P， 则 称 ( 偶 ) 数 p 是 E- 素 数 ，( 在 E- 地 
带 ， 数 不 被 它 本 身 整 除 !) 例 如 ， 下 面 是 一 些 E- 案 数 : 

2,6,10,14 ,18 ,22 ,26 ,30. 

回顾 前 面 证 明 的 普通 数 断 言 、 我 们 证 明了 如 果 素 数 p 整除 乘积 a25， 则 p 整除 a 或 p 整除 
b， 现 在 转 到 EE- 区 域 ， 考虑 E -素数 6 和 数 4=10, b=18， 因 为 180 =6 .30， 所 以 数 6E- 整 除 
ab =180; 但 6 不 E- 整 除 10 也 不 已 -整除 18， 所 以 ,“ 显 然 的 "断言 在 也 -区域 不 成 立 . 

还 有 在 E- 区 域 中 不 成 立 的 “不 言 而 喻 的 事实 "， 例 如 ， 考 虑 每 个 数 可 唯一 地 分 解 成 素数 
乘积 的 事实 . (当然 ， 不 认为 重 排 因 数 顺序 是 不 同 的 因数 分 解 . ) 不 难 证 明 ( 即使 在 BE- 地 带 ) 
每 个 ( 偶 ) 数 可 表示 成 E- 素 数 的 乘积 . a 

180 =0.30 = 10. 
注意 所 有 的 数 6，30，10，18 都 是 EE- 素数 .这 表明 180 五 a 素数 的 
乘积 ! 事实 上 ， 甚 至 有 分 解 成 了 -素数 乘积 的 第 三 种 形式 : 
180 = 2 . 90. 

现在 ， 我 们 打算 离开 E -地 带 ， 回 到 奇数 偶数 一 起 和 谐 相 处 的 熟悉 世界 .我 们 希望 在 E- 
地 带 的 旅行 能 使 你 认识 到 不 能 盲目 相信 似乎 显然 的 “事实 ".， 特别 地 ， 那 些 因为 很 熟悉 或 经 
常 遇 到 ， 或 因为 经 常 表明 是 一 般 以 为 “一 定 成 立 ” 的 “事实 " 仍 和 需要 更 细致 的 考察 与 研究 ?. 

跨越 E -地 带 的 边界 一 一 欢迎 回 到 熟悉 的 整数 世界 s 

每 个 人 都 “知道 " 正 整 数 可 以 恰好 用 一 种 方法 分 解 成 素数 的 乘积 ， 但 我 们 对 下 -地 带 的 访 
问 提供 了 这 种 显然 断言 需要 仔细 证 明 的 可 靠 证 据 . 

定理 7..3 (算术 基本 定理 ) 每 个 整 雪 n=2 可 唯一 分 解 成 素数 乘积 

n = paps Pr 
在 开始 算术 基本 定理 的 证 明之 前 先 做 一 些 评论 ， 首 先 ， 如 果 n 自身 是 素数 ， 则 记 n = 并 


日 ”因为 本 书 不 是 多 媒体 产品 ， 配 乐 需 要 你 的 想象 . 
驴 ”对 众所周知 的 所 谓 “ 事 实 " 也 要 认真 考察 ， 这 个 原则 也 适用 于 远离 数学 的 政治 、 新 闻 等 . 
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认为 这 是 由 单个 素数 构成 的 习 积 .其 次 ， 当 记 作 n=pyp，… p, 时 ， 并非 指 p,，p,，…，p, 一 定 
是 不 同 的 素数 .例如 ， 记 300 =2 :2.3.5.5， 最 后 ， 当 我 们 说 可 以 恰好 用 一 种 方式 表示 
成 素数 乘积 时 ， 不 认为 因数 重 排 是 新 的 因数 分 解 . 例如 ， 将 12=2.2.3, 12=2.3.2 与 
12 =3 .2.2 看 作 是 相同 的 因数 分 解 . 
证 明 算术 基本 定理 实际 上 包含 两 个 断言 . 
言 1 数 反 可 以 以 某 种 方式 分 解 成 素数 乘积 . 
断言 2 仅 有 一 一 种 这 样 的 因数 分 解 ( 除 因数 重 排外 ). 
从 断言 1 开始 ， 我们 准备 给 出 归纳 证 明 . 首先 证 明 n=2 的 断言 ， 然 局 证 明 n=3 的 断 
言 , n=4 的 断言 ， 等 等 ,我们 开始 观察 2=2，3 =3 与 4=2*， 所 以 ,这些 数 的 每 一 个 可 表 
示 成 素数 的 乘积 ， 这 就 证 明了 m=2，3，4 的 断言 1 下 面 假设 我 们 已 证 明了 对 于 直到 N 的 
每 个 数 n 断言 1 成 立 ， 这 意味 着 我 们 已 证 明了 每 个 数 wm< 可 分 解 成 素数 的 乘积 ， 现 在 验证 
N+1 时 的 结论 成 立 ， 
有 两 种 可 能 性 .首先 ，N +1 已 是 素数 ， 此 时 它 本 身 已 分 解 成 素数 ， 其 次 ，N +1 是 合 
数 ， 这 表明 它 可 分 解 成 N+1=nin,,，2<n,，n,<N， 但 是 , 已 知 对 n,，n, 断言 1 成 立 ， 这 
是 因为 它们 都 小 于 等 于 N， 从 而 n, 与 n, 可 分 解 成 素数 的 乘积 ， 即 
nm =Ppp Pp 与 nm = 99g… 94, 
将 这 两 个 乘积 乘 起 来 得 
N+l1 = mn, = Pipa…: p9192** 9,, 
所 以 ，N +1 可 分 解 成 素数 的 乘积 .这 说 明 对 N+1 断言 1 成立， 
总 结 一 下 ， 我 们 已 证 明 如 果 对 所 有 小 于 等 于 的 数 断 言 1 成 立 ， 则 NN +1 时 断言 1 也 成 
立 ， 但 是, 我 们 已 验证 2，3，4 时 结论 成 立 ， 所 以 取 N =4 可 以 看 到 N=5 时 结论 也 成 立 . 
取 N=5 则 N=6 时 结论 成 立 ， 取 N=6 可 以 看 到 NN =7 时 结论 成 立 ; 等 等 . 因为 可 以 反复 进 
行 这 个 过 程 ， 因 而 可 得 对 每 个 整数 断言 1 成 立 . 
下 面 证 明 断 言 2. 这 个 断言 也 有 归纳 证 明 ， 但 我 们 直接 证 明 它 . 假设 能 将 n 分 解 成 两 种 
形式 的 素数 条 积 ， 即 
n = pipapapa** Pp, = 91929394… 9， l 
需要 征明 当 重 排 因数 次 序 后 分 解 是 相同 的 首先 观察 p, | n， 所 以 pi 1 gq19,… g,。， 本 章 前 面 
已 证 的 素数 整除 性 质 告诉 我 们 p, 必 整 除 g, 中 的 (至 少 ) 一 个 ， 所 以 如 果 重 排 这 些 g, 可 以 使 得 
P11 91， 但 是 g, 也 是 素数 ， 因 而 它 的 因数 仅 是 1 与 9,， 因 此 必得 p, =g. -、 
现在 从 等 式 两 边 消去 pi (与 9, 相等 ) 得 等 式 
P2p3p4 Pp, = 929394… q,: 
简要 重 述 相同 的 论证 ， 注 意 P 整除 这 个 等 式 的 左边 ， 所 以 p, 也 整除 右边 ， 因 此 由 素数 整除 
性 质 得 p, 整除 9; 中 的 一 个 ， 重 排 因数 后 可 得 p, | gq,， 又 9, 是 素数 ， 因 而 玉 =.q,， 这 使 得 可 
以 消去 p,( 等 于 g,) 得 到 新 的 等 式 
Pap4… P, = 04304… 9， 
继续 这 个 过 程 直到 所 有 的 p; 或 所 有 的 9; 被 消去 ， 但 是 如 果 所 有 的 p, 被 消去 ， 则 等 式 的 
左边 等 于 1， 所 以 左边 没有 任何 9;。 类 似 地 ， 如 果 g, 都 被 消去 则 p, 必然 被 消去 ， 换 句 话说 ， 
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P; 的 个 数 一 定 等 于 g, 的 个 数 . 概括 地 说 ， 我 们 已 证 明 .: 如 果 
n= PP2PsPa*"* PP, = 91929394 9:， 
其 中 所 有 p; 与 9, 都 是 素数 ， 则 r=s， 重 排 9; 使 得 
Pi=dq pps=g， ”天 = 
这 就 完成 了 仅 有 一 种 表示 方法 将 表示 成 素数 乘积 的 证 明 . 口 

算术 基本 定理 说 明 每 个 整数 ">2 可 表示 成 素数 乘积 ， 给 定 一 个 整数 n 二 2， 如 何 具体 地 

把 它 表 示 成 察 数 乘积 呢 ? 如 果 n 相当 小 (例如 n=180)， 可 用 检查 法 分 解 n， 
180 =2.90=2.2.43 =2.2.3.13 =2." 2。3。3。5. 

如 果 比较 大 (例如 n=9105 293) ， 求 因数 分 解 会 更 困难 .一 种 方法 是 用 素数 2，3 ，5 ， 
7，11,,，… 试 除 n 直到 得 到 一 个 因数 为 止 ， 对 于 n=9105 293， 经 过 试 除 后 求 得 整除 的 最 小 
素数 是 37， 我 们 分 解 出 37 得 

9 105 293 = 37 . 246 089, 
继续 检查 37, .41， … 来 求 整除 246 089 的 素数 . 因为 246 089 =43. 5723， 所 以 求 得 
43 1 246 089 等 ， 直到 分 人 5723 =59 .97， 其 中 59 与 97 都 是 素数 . 这 就 给 出 了 完全 素 
因数 分 解 
9 105293 = 37 .43. 59 .97. 

如 果 n 本 身 不 是 素数 ， 则 必 有 整除 n 的 素数 p<YVn， 要 知道 为 什么 成 立 ， 可 以 观察 如 果 
Pp 是 整除 的 最 小 素数 ， 则 n=pm，m 宇 p， 从 而 n=pm 寡 p*， 两 边 取 平 方 根 得 Vn 二 p， 这 就 给 
出 了 将 任何 整数 ”表示 成 素数 乘积 的 下 述 十 分 简单 明了 的 方法 : 

要 将 nn 表示 成 素数 乘积 ， 用 小 于 等 于 Yn 的 每 个 数 (或 正好 每 个 素数 )2，3， 

试 除 它 。 如 果 没 有 求 得 整除 nn 的 整数 ， 则 n 本 身 是 素数 .否则 求 得 的 第 一 个 因数 是 

素数 p， 分 解 得 n =pm， 然 后 对 m 重复 这 个 过 各 

虽然 这 是 一 个 效率 非常 低 的 过 程 ， 但 对 适当 大 的 数 ， 比 如 说 不 超过 10 位 的 数 ， 在 计 
算 机 上 可 以 工作 得 很 好 ， 对 于 像 n=10”+1. 这 样 的 数 情 况 怎样 呢 ? 如 果 n 最 终 是 案 数 ， 
则 一 直到 检查 Vn 10“ 个 可 能 的 因数 才能 停 下 来 ， 这 完全 不 可 行 ， 如 果 我 们 每 秒 钟 能 验证 
1 000 000 000( 十 亿 ) 个 可 能 的 因数 ， 将 耗 时 大 约 3. 10” 年 ! 这 就 产生 了 下 述 两 个 紧密 相 
关 的 问题 : 

问题 1 如 何 分 辨 已 知 数 是 素数 还 是 合 数 ? 

问题 ?2 如 果 半 是 合 数 ， 如 何 将 它 分 解 成 素数 的 乘积 ? 

虽然 看 起 来 似乎 这 两 个 问题 相同 但是， 事实 表明 问题 1 要 比 问题 2 容易 回答 . 在 后 
面 ， 即 使 不 能 求 出 大 数 的 任何 因数 ,我们 也 会 知道 如 何 辨别 已 知 大 数 是 合 数 .用 类 似 的 方 
式 ， 可 以 求 得 很 大 的 素数 p 与 9 这样， 如 果 给 某 人 n =pg 的 乘积 值 ， 他 们 不 可 能 通过 分 解 
n 来 获得 数 p 与 4， 很 容易 将 两 个 数 相 滋 但 很 难 分 解 其 乘积 ， 这 个 奇特 的 事实 是 用 数论 建立 
高 度 安全 密码 这 种 重要 应 用 的 关键 所 在 ， 我 们 将 在 第 18 章 讲述 这 些 密码 . 


习题 
7.1 假设 ged(a，b) =1， 进 而 设 e 整除 乘积 he， 证 明 a 必 整 除 < 
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7.2 
7.3 


7.5 
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假设 gcd(a, 5b) =1， 进 而 设 a 整除 <, ! 整除 证 明 乘 积 ab 必 整 除 “. 
给 出 下 述 公 式 的 归纳 证 明 . (注意 到 (a) 是 第 1 章 使 用 几何 方法 证 明 的 公式 ，(e) 是 几何 级 数 的 前 
n 项 . ) 


(a)l +2+3+.: tn=e0+1) 


2 
(b)1? +22 +32 + + 1) (m+ 

6 
(c)l+ata +a +*: +a’=(1-a":')/(1 ~a), axl1 


CD + 1 -nl 
1*2 之 3 3 (n-l)n n 
本 习题 要 求 你 继续 研究 E -区域 .牢记 你 所 做 的 ， 本 题 中 假设 奇数 不 存在 1! 
(a) 叙 述 所 有 也 -素数 
(b) 证 明 每 个 偶数 可 分 解 成 也 -素数 的 乘积 . (提示 : 模仿 普通 数 这 个 事实 的 证 明 . ) 
(ec) 我 们 看 到 180 有 三 种 分 解法 分 解 成 也 -素数 的 科 积 ， 求 有 两 种 不 同 分 解法 分 解 成 孔 - 素 数 乘积 的 最 小 
数 . .180 是 有 三 种 分 解法 的 最 小 数 吗 ? 求 有 四 种 分 解法 的 最 小 数 ， 
(d) 整 数 12 仅 有 一 种 分 解法 分 解 成 眉 -素数 的 乘积 : 12 =2. 6， ( 像 通 常 一 样 ， 我 们 认为 2.6 与 6.2 
是 相同 的 分 解 . ) 求 仅 有 一 种 分 解法 分 解 成 也- 素数 乘积 的 所 有 偶数 . 
欢迎 进入 怕 - 世 界 ， 其 中 数 是 被 4 除 余 1 的 正 整数 ， 换 名 话说 ， 王 - 数 是 
11,5,9,13 ,17 ,21 ,…|. 
( 另 一 种 叙述 是 形 如 4t+1(t=0，1，2，…) 的 数 . ) 在 也 -世界 中 ,我们 不 可 能 把 数 相 加 ， 但 可 以 把 数 
相 乘 ， 因 为 如 果 a 与 5 都 被 4 除 余 1， 则 它们 的 乘积 也 是 这 样 . (你 知道 为 什么 成 立 吗 ?) 
如 果 对 某 轨 - 数 上 有 n=mik， 则 称 m 如 -整除 n， 如 果 nn 的 顶 - 因 数 仅 为 1 与 它 自身 ， 则 称 mn 是 天 -素数 . 
( 当然， 我 们 不 认为 1 本 身 是 也 - 案 数 : ) 
《a) 求 前 6 个 天- 素数. 
《b) 求 有 两 种 不 同 分 解法 分 解 成 区 -素数 乘积 的 帮 - 数 n. 
编写 将 ( 正 ) 整 数 .n 分 解 成 素数 乘积 的 程序 ，( 如 果 n =0， 确 保 转 到 出 错 信 息 而 不 是 出 现 死 循 环 !) 表 
示 n 的 因数 分 解 的 简便 方法 是 2 xr 阶 答 阵 ， 因 此， 如 果 


ns 
n=p, pp p, “有 


| ee "| 

hk kk 

(如 果 你 的 计算 机 不 允许 动态 存储 分 配 ， 则 必须 确定 允许 存储 多 少 因数 的 预存 量 , ) 

(a) 编 写 程序 ， 通 过 试 除 每 个 可 能 因数 d=2，3，4，5，6，… 分 解 xa.。 (这 是 一 种 极其 低 效 的 方法 ， 
但 常用 作 初 学 习题 . ) 

{b) 通 过 存储 前 100 个 (或 更 多 ) 素 数 ， 在 找到 大 素 因 数 前 先 将 n 替换 成 这 些 素数 以 修改 程序 ， 如 果 你 
不 嫌 检 查 是 偶数 的 d， 或 被 3 整除 或 被 5 整除 的 d 麻烦 , 设法 将 比较 大 的 d 作为 可 能 的 因数 ， 这 样 
可 提高 程序 运行 速度 ， 利 用 m 不 能 被 2 与 Ym 之 间 的 任何 数 整除 时 m 是 察 数 的 事实 ， 也 可 提高 效 
率 . 使 用 你 的 程序 求 1 000 000 与 1 000.030 间 所 有 整数 的 完全 因数 分 解 . 

(c) 编 写 一 段子 程序 以 优美 格式 打印 n 的 因数 分 解 ， 最 令 人 满意 的 是 指数 出 现在 指数 位 置 ; 但 是 ， 如 
果 这 不 可 能 ， 则 将 (比如 说 )n=75 460 =22 .5 .7 .11 的 因数 分 解 打印 成 

22 #5*7°3*11, 

(为 便于 阅读 输出 结果 ， 不 打印 等 于 1 的 指数 . ) 


则 将 n 的 因数 分 解 存储 成 矩阵 
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整除 性 是 数论 的 有 力 工具 ， 这 已 在 勾 股 数组 、 最 大 公 因 数 与 素数 分 解 中 得 到 体现 ， 本 章 
我 们 讨论 同 余 式 理论 同 余 式 提供 了 一 种 描述 整除 性 质 的 简便 方式 ， 事实 上 ， 同 余 式 使 得 整 
除 性 理论 非常 类 似 于 方程 理论 . | 

如 果 m 整除 a -5b， 我 们 就 说 a 与 b 模 m 同 余 并 记 之 为 

a 三 b(mod m). 
例如 ， 由 于 
51(7-2) 与 61(47 -35)， 

我 人 有 
和 T=2(mod5) 与 47 = 35(mod 6). 
特别 地 ， 如 果 a 除 以 m 得 余数 r， 则 a 与 r 模 m 同 余 . 注意 余数 满足 0<r<m， 因 而 每 个 整 
数 必 与 0 ~m -1 之 间 的 一 个 数 草 m 同 余 . 

数 m 叫做 同 余 式 的 模 . 具有 相同 模 的 同 余 式 在 许多 方面 表现 得 很 像 通常 的 等 式 . 例如 ， 
如 果 | 

m=b(modm) 且 a,=b,(mod m), 


则 
a 
提醒 ”用 数 除 同 余 式 并 非 总 是 可 能 的 ， 搁 向 话说 ， 如 果 ac=bal( mod m) ， 则 a 三 
b(mod m) 未 必 成 立 ， 例如 15…、2=20 .2(mod 10)， my 令 人 苦 
恼 的 是 ， 可 能 有 
w 三 0(mod m)， 但 u 疼 0(modm) 且 v 才 0(modm). 
因此 ，6 .4=0(mod 12), 但 6 才 0(mod 12) 且 4 才 0(mod 12). 然而 ， 如 果 gcd(ce， 
风 ) =1， 则 可 从 同 余 式 ac 三 bc(mod m) 两 边 消去 c。 作为 练习 请 读者 证 明 这 个 结论 . 
可 用 与 解 方程 相同 的 方法 来 解 带 未 知 数 的 同 余 式 ， 例 如 ， 要 解 同 余 式 
x.+ 12 = 5(mod 8), 
两 边 减 12 得 


x 三 5.-12=-7(mod8). . 
这 个 解 是 精确 的 ， 或 者 可 用 等 价 解 x=1(mod 8). 注意 -7 与 1 对 模 8 是 相同 的 ， 因为 它们 
的 差 被 8 整除 . 
下 面 是 另 一 个 例子 ， 解 
4x 三 3(mod 19), 
我 们 用 5 乘 以 两 边 得 出 
20x = 15( mod 19 ). 
但 20=1(mod 19), 所 以 20x=x(mod 19)， 因此， 解 是 
x 三 15(mod 19). 
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将 15 代 人 原 同 余 式 可 检验 我 们 的 答案 . 4 .15=3(mod 19) 对 吗 ? 的 确 如 此 ， 因 为 4.15 -3 = 
57 =3 . 19 可 被 19 整除 . 

我 们 巧妙 地 解 出 了 上 面 的 同 余 式 ， 但 是 ， 如 果 所 有 其 他 方法 失效 ,至少 有 个 “攀登 每 座 
山 ” 的 穷 举 法 8， 要 解 模 m 同 余 式 ， 可 让 每 个 变量 试 取 0，1，2，…, mm -1， 例如， 解 同 余 式 

x +2x+-1=0(mod7), 

就 去 试 *=0，x =1，…，x =6， 这 导出 两 个 解 x=2(mod 7) 与 x*=3(mod 7)， 当 然 , 还 有 其 
他 解 ， 如 x 三 9(mod 7).， 9 与 2 不 是 不 同 解 ， 因 为 它们 模 7 相同 ， 所 以 ， 当 我 们 说 “ 求 同 余 式 
的 所 有 解 " 时 ， 是 指 求 所 有 不 同 余 的 解 ， 即 相互 不 同 余 的 所 有 解 . 

我 们 也 注意 到 有 许多 同 余 式 没有 解 ， 如 x*=3(mod 10)， 不 必 太 惊 证， 毕竟 有 许多 普通 
方程 没有 (实数 ) 解 ， 如 x? = -1. 

本 章 的 最 后 任务 是 解 同 余 式 

ax 三 c( mod m). 
这 类 同 余 式 有 些 没 有 解 . 例如， 如 果 
6x 三 15(mod 514)° 

有 解 ， 则 514 必 整 除 6* -15， 但 6% -15 总 是 奇数 ， 所 以 不 可 能 被 偶数 514 整除 ， 因 而 同 余 
式 6x 三 15(mod 514) 没 有 和解， 

在 给 出 一 般 理论 之 前 ,我 们 试 解 一 个 例子 ， 解 同 余 式 

本 18x 三 8(mod 22). 

也 就 是 说 , 求 22 整除 18x -8 的 * 值 ， 时 以 必须 痢疾 了 这 措 尼 18x -8 = 22y 的 x 值 . 换 句 话 
说 ， 需 要 解 线性 方程 


18x -227 = 8. 
由 第 6 章 知 可 解 方程 
l8u - 22»v = gcd(18 ,22) = 2， 
确实 容易 求 得 解 w=5 与 v=4， 实 际 上 要 求 右边 等 于 8， 所 以 两 边 乘 以 4 得 
18.(5.4)—-22.(4.4) = 8. 
因此 ，18 . 20=8(mod 22), 所 以 x=20(mod 22) 是 原 同 余 式 的 解 ， 马 上 我 们 会 看 到 这 个 同 
余 式 有 两 个 不 同 解 (mod 22) ; 另 一 个 解 是 *=9(mod 22). 
现在 假设 要 求解 任意 同 余 式 


ax'= c( mod m). 


我 们 需要 求 整 数 * 使 得 m 整除 ax -c， 如 果 可 求 得 整数 y 使 得 ax -c=my， 则 数 m 就 整除 数 ， 


ax -c， 移 项 后 我 们 看 到 ax=c( mod m) 有 和 解 当 且 仅 当 线性 方程 ax - my =c 有 解 。 这 看 起 来 很 
熟悉 ， 准 确 地 说 是 第 6 章 求 解 的 问题 类 型 . | 

为 了 使 公式 更 简洁 ， 设 g =gcd(a，m).， 第 一 个 观察 是 : 形 如 ax - my 的 每 个 数 是 g 的 
倍数 ; 因此， 如 果 g 不 整除 c<， 则 ax -my =c 没有 解 ， 从 而 ax=c( mod m) 也 没有 解 . 

下 面 假设 g 确实 整除 ce， 由 第 6 章 的 线性 方程 定理 知 方程 


名 喜欢 湿 足 的 人 称 此 为 " 涉 过 每 条 河 "技巧 . * 
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au+mv=g 
总 是 有 解 ， 假设 通过 尝试 法 或 者 使 用 第 6 章 的 欧 几 里 得 算法 求 得 解 uw =w。，v=v。 由 于 假设 
8 整除 c, 所 以 可 用 整数 c/g 乘 以 这 个 方程 得 


这 说 明 
Xo 三 (mod m) 是 同 余 式 ax = c( mod m) 的 解 . 


还 有 其 他 解 吗 ? 假设 x, 是 同 余 式 az=e( mod m) 的 其 他 解 ， 则 axi = axe (mod m) ， 所 以 
m 整除 ax, - ax。 这 昔 涵 
允 整除 < 二 xo) ， 
g 8 
我 们 已 知 m/g 与 a/g 没有 公 因 数 ， 从 而 m/g 必 整 除 x, -x。 换 名 话说， 存在 整数 使 得 


m 
X1 = Xo 二天。 一 . 
8 


由 m 的 倍数 所 得 的 任何 两 个 不 同 解 被 认为 是 相同 的 ， 所 以 恰好 有 & 个 不 向 的 解 ， 这 些 解 通过 取 
上 =0，1，…，&g -1 而 得 到 . 

这 就 完成 了 对 同 余 式 ax=c(mod m) 的 分 析 . 我 们 将 结果 综述 成 下 述 定 理 . 

定理 8.1( 线 性 同 余 式 定理 ) 设 a, c 与 m 是 整数 ，m 宇 1， 且 设 g=gcd(a, m). 

(a) 如 果 gtc, 则 同 余 式 ax 三 c(mod m) 没 有 解 . 

(b) 如 果 g1c, 则 同 余 式 ax=c(mod m) 恰 好 有 gg 个 不 同 的 解 ， 要求 这 些 解 ， 首 先 求 线 
性 方程 

au+mv=g 

的 一 个 解 (u。，vo)( 第 6 章 揪 述 了 解 这 个 方程 的 方法 )， 则 x0'=cuo/g 是 axsc(mod m) 的 解 ， 
不 同 余 解 的 完全 集 由 


x=x0+k. Tmodm), k=0,1,2,.…,g-!1 
8 


给 出 . 
例如 ， 同 余 式 
943x = 381(mod 2576) 
无 解 ， 这 是 因为 gcd(943，2576) =23 不 整除 381.， 另 一 方面 ， 同 余 式 
893x = 266( mod 2432) 
有 19 个 解 ， 因 为 gcd(893 ，2432) =19 的 确 整除 266， 注 意 ,无 需 计 算 任何 解 就 能 确定 解 的 
个 数 . 而 要 求 出 同 余 式 的 解 ， 我 们 首先 解 方 程 
893u - 24327 = 19. 
使 用 第 6 章 的 方法 可 求 得 解 (u,v) =(79，29)， 乘 以 266/19 =14 得 方程 
893x - 2432y = 266 的 解 (x,y) = (1106 ,406). 
最 后 由 x 二 1106( mod 2432) 开 始 ， 加 上 2432/19 = 128 的 倍数 就 得 到 
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893x = 266(mod 2432) 
的 完全 解 集 ，( 别 忘 记 如 果 数 超过 2432 ， 允 许 减 去 2432. ) 19 个 不 同 余 的 解 是 
1106 ,1234 ,1362 ,1490 ,1618 ,1746 ,1874 ,2002 ,2130 ， 
二 2258',2386 ,82 ,210 ,338 ,466 ,594 ,722 ,850 ,978. 
.重要 注 记 线性 同 余 式 定理 的 最 重要 情形 是 gcd(ay m) =1， 在 这 种 情形 下 ， 同 余 式 
ar = c(mod m) (*.) 


恰好 有 一 个 解 ， 我 们 甚至 可 将 解 写 成 分 数 


如 果 这 样 的 话 ， 我 们 必须 记 住 符号 “一 (mod m) "实际 上 仅 是 同 余 式 ( * ) 的 解 的 一 种 简便 速 
记 形 式 . a 
习题 es 


8.1 假设 a,=6,(mod m) 与 a,=b,(mod in). . 
(a) 验证 ec, +a,=b +b,(mod m) 与 a, -a,=b, ~ (mod a 
(b) 验证 a os = bb, (mod m). ， 
8.2 假设 ac= bce( mod: -my 和 gcd(c，m) =1， 证 明 a=b(mod m). - 
8.3 求 下 述 同 余 式 的 所 有 不 同 余 解 . 
(a)Tx=3(mod 15 ) 
(b)6x=5(mod 15) te 二 各 + 
(c)x:=1(mod 8) oy ， 
(d)x*:=2(mod 7) 
(e)¥ =3(mod7) 
8.4 证明 下 述 整 除 性 试验 结果 . 小 
(a) 数 a 被 4 整除 当 且 : 仅 当 它 的 末尾 两 位 数 被 4 整除 . 
(b) 数 a 被 8 整除 当 且 仅 当 它 的 末尾 三 位 数 被 8 整除 . 
(c) 数 a 被 3 整除 当 且 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 被 3 整除 . 
(d) 数 a 被 9 整除 当 且 仅 当 它 的 各 位 数字 之 和 被 9 整除 . 
(6) 数 a 被 11 整除 当 且 仅 当 它 的 各 位 数字 交错 和 被 11 整除 (如 果 a 的 数字 是 wasa… as_1as， 则 交 
错 和 是 指 交替 加 、 减 mi -az +as 一 …) 
(提示 : 对 (a)， 模 100: 化 简 , 对 (b) 类 似 ， 对 (ec)、(d) 与 (e), 将 4 表 成 10 的 各 次 寡 倍 数 的 和 ， 然 
后 模 3，9，11 化 简 . ) 
8.5 求 下 述 线性 同 余 式 的 所 有 不 同 余 解 ， 
(a)8x=6( mod 14) 
(b)66x=100( mod 121) 
(ec)21x314(mod 91) . 
8.6 确定 下 述 同 余 式 的 不 同 余 解 的 个 数 . 无 需求 出 解 . 
(a)72x==47( mod 200) 
(b)4183x=5781( mod 15 087) 
(0)1537x=2863( mod 6731) : 
吕 8.7 编写 程序 解 同 余 式 ax=c(mod m). (如 果 gcd(a，m) 不 整除 ce， 则 转 到 出 错 信息 和 ged(a，m) 的 值 . ) 
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取 整 数 a， 考 虑 它 的 短 a, 小，a a 在 这 些 才 中 全 在 什么 模式 吗 ? 我 们 先 看 素 
数 模 m = 广 的 情形 ， 因 为 这 时 容易 识别 出 模式 ， 这 种 现象 在 数论 中 (尤其 在 同 余 理论 中 ) 很 普 
遍 ， 当 寻求 同 余 模式 时 最 好 先 从 素数 模 入 手 . 

对 每 个 素数 P =3，P =5，p =7， 列 出 整数 a =0，1，2，… 和 一 些 寡 模 万 在 进一步 阅读 
之 前 ， 应 该 停 下 来 去 考察 这 些 表 ， 并 设法 列 出 猜测 的 模式 公式 . 然后 通过 制作 p =11 的 类 似 
表格 验证 你 的 猜测 ， 看 你 的 模式 是 否 仍 是 正确 的 . 


a'(mod 3) as(mod 5) _a*(mod 7) 


许多 令 人 感 兴趣 的 模式 可 从 这 些 表 看 出 ， 在 本 章 ， 相 关 模 式 在 列 ' 
a'(mod3) a'(mod5) 与 os(mod7) nn 

中 可 观察 出 ， 除 去 顶端 一 个 ， 这 些 列 中 的 每 一 项 等 于 1， 这 一 模式 对 较 大 的 素数 继续 成 立 
吗 ? 可 检查 p =11 的 表格 ,会 发 现 0 

| 1* =1(mod11),2" = 1(mod 11);3" = 1(mod 11)…: 
9"=1(modll) 与 ” 10" = 1(mod 11). 
由 此 得 到 下 述 猜想 : 0 e: 

"=1(modp), 1l<a<p. 

当然 ， 不 需 将 a 限制 在 1 之 间 ， 如果 ai a, 是 p 的 不 同 倍数 ， 则 其 时 对 模 相 
同 ， 所 以 关于 a 的 真正 条 件 为 它 不 是 p 的 倍数 .这 个 结果 由 赣 马 雁 1640 年 给 Bessy 的 信 中 首 
先 提出 ,但 费 马 没有 给 出 证 明 的 细节 . 第 一 个 证 明 应 归于 莱 布 尼 芯 8. 

定理 9.1( 费 马 小 定理 ) 设 p 是 素数 ,a 是 任意 整数 且 a 关 0(mod p)， 则 

7 ar!'=1(mod p). 

在 给 出 费 马 小 定理 证 明之 前 ， 我 们 要 指出 它 的 窒 并 说 明 如 何 用 其 进行 简化 计算 . 作为 特 
例 ， 考 虑 同 余 式 : 
日 业 布 尼 欧 (Coutfried Leibniz， 1646 一 1716) 作为 微 积分 创始 人 之 一 而 闻名 .他 与 牛顿 几乎 疝 时 独立 发 现 了 微 积 分 


的 主要 定理 . 德国 数学 界 与 英国 数学 界 用 了 两 个 世纪 争论 谁 先 给 出 了 证 明 : 目前 一 致 认为 莱 布 尼 谈 和 牛顿 都 是 
微 积 分 的 (独立 ) 创 始 人 . . 


06C 
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' "6%= 1( mod 23). 
这 说 明 数 62 -1 是 23 的 倍数 ， 如 果 不 用 费 马 小 定理 验证 这 但 事实 ， 则 必须 算出 62 减 1 再 除 
以 23， 下面 是 所 得 结果 : ir 
62 -1 =:23 .5722 682775750745. 

类 似 地 ， 为 直接 验证 73 "=1(mod 101) ， 必 须 计算 73'”-1.， 不幸 的 是 , 73”-1 有 187 位 
数 ， 注 意 这 个 例子 仅 使 用 = 101, 这 是 比较 小 的 素数 ， 因 此 ， 费 马 小 定理 描述 了 有 关 大 数 的 
一 个 令 人 惊讶 的 事实 . : 

我 们 可 使 用 费 马 小 定理 简化 计算 例如， 为 计算 2”(mod 7) ， 可 利用 2“=1(mod 7). 
所 以 记 35 =6 .5 +5， 使 用 指数 律 计 算 

2” =2455 = (26)5 .25 1 .25 = 32 = 4(mo0d7). 

类 似 地 ;, 假设 要 解 同 余 式 x*”=4(mod 11). .肯定 有 * 关 0(mod 11)， 因 此 由 费 马 小 定 

理 得  ， 必 2 


1 三 1(mod 11). 
两 边 自 乘 10 次 得 * ==1 (mod 11)， 然后 乘 以 委 Rap ee en 11). 要 解 原 同 余 式 ， 正 好 
需要 解 x 三 4(mod 11)， 通 过 连续 尝试 x*=1, x …， 可 解 这 个 同 余 式 ， 这 样 


x(mod 11) 
x ( mod 11 


因此 同 余 式 x” =4(mod 11) 有 人 解 x*=5(mod 11)， , 
现在 我 们 准备 证 明 费 马 小 定理 为 说 明证 明 方法 ， 首先 证 明 3 =1( mod 7). 当然 ， 无 
需 给 出 这 个 事实 的 奇特 证 明 ， 这 是 因为 3 -1 =728 =7 . 104. 不 过 ， 当 尝试 理解 证 明 或 构造 
证 明 时 ， 通 常 可 使 用 特定 的 数 . 当然 ， 思 路 是 设计 不 是 真正 利用 我 们 考察 特定 数 的 结果 的 证 
明 ， 然 后 这 种 证 明 能 够 应 用 到 一 般 情况 . , 
为 证 明 3 =1(mod 7) ,我 们 由 数 1，2，3，4，5，6 分 别 乘 以 3 开始 再 模 7 化 简 ， 结 果 
列 人 下 表 : 


rm Ta Ta [Ts 
3md7) |3| 6 | 2 | 3511 


注意 每 个 数 1，2，3，4，5，6 在 第 二 行 恰好 重新 出 现 一 次 ， 所 以 ， 如 果 将 第 二 行 的 所 有 数 
乘 起 来 就 得 到 与 第 一 行 所 有 数 乘积 相同 的 结果 ， 当 然 必 须 模 7， 因 此 ， 
3.2)(3.3)(3 .4)(3 .5 3 6) 三 1 "2.3.4.5.6(mod7). 


第 二 行 的 数 第 一 行 的 数 
为 节省 空间 ， 使 用 数 的 阶乘 的 标准 符号 n! (1,， 2，3，…，, 的 乘积 )， 换 句 话说 ， 
nl =1:2.3.. (n=l1):.n 
同 余 式 左边 提出 6 个 因数 3 得 
“6!1 = 61(mod 7). 
注意 到 61! 与 7 下 素 ， 所 以 ， Ss 得 3 二 1(mod 7) ， 逻 正好 是 费 马 小 定理 . 
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现在 我 们 准备 证 明 一 般 性 的 费 马 小 定理 .34(mod， 人 3 再 重 排 数 1， 
2, 3, 4,， 5, 6(mod 7): 所 以 , 我 们 首先 验证 下 述 断 言 : 
断言 9.2 设 p 是 素数 ,a 是 任何 整数 且 a 插 0(mod p)， 则 数 
a,2a,3a,",(p-1l)a (modzp) 
与 数 
1,2,3,…,(P-1) (modp) '- 
相同 ， 尽 管 它们 的 次 序 不 同 . ， . 
证 明 数列 a, 2a，3a,，…，(p -1)a 包 含 p -1 个 数 ， 显然 没有 一 个 数 被 p 整除 ， 假 设 
从 数列 中 取 两 个 数 ja 与 ha， 并 假设 它们 同 余 ， 
”ja = ka( mod p). 
则 p1 (j-k)a， 因 为 假设 p 不 整除 a, 所 以 p1 (1 -)， 注 意 我 们 使 用 了 第 7 章 的 素数 整除 性 
定理 ， 该 定理 说 明 如 果 素数 整除 乘积 则 它 整 除 一 个 因数 ， 另 一 方面 ， 已 知 1 三) 大 三 -1， 
则 1j-k1 <P-1， 仅 有 一 个 数 的 绝对 值 小 于 P -1 且 被 p 整除 ,这 个 数 是 0. 人 k， 这 
表明 a，24a，3a,，…，(p -1)a 中 的 不 同 乘积 对 模 p. 不 同 . 
现在 我 们 已 知 数列 a， 24，34a，…，(p -1)a 包含 p -1 个 不 同 的 非 零 值 (mod p). 但 仅 
有 p - 工 个 不 同 的 非 零 值 (mod p)， 即 数 1,，2，3,，…，(p -1). 因此 ， 尽 管 这 些 数 可 能 以 不 
同 次 序 出 现 , 但 数列 4a,，2a，34a，…，(p -1)a 与 数列 1,，2,，3，…，(P -1) 必 包含 相同 的 
数 (mod p). 这 就 完成 了 断言 的 验证 . 
利用 该 断言 ， 容 易 完成 费 马 小 定理 的 证 明 .断言 说 明 数 列 
a,24a,34a,…,(p -1)a(modp) 与 数列 1,2,3,*…,(p - 1)(mod p) 
相同 ， 所 以 第 一 个 数列 中 数 的 乘积 等 于 第 二 个 数列 中 数 的 乘积 : 
* (2a) ，(3a)…( (p-1)a)=1°.2. 3*(p-1)(modp). 
下 面 人 过 由 P -1 Oe 
“(p-1)!= (p-1)!(modp). 
最 后 我 们 看 到 (p -1)! 因此 从 两 边 消去 (p -1)! 就 得 到 费 马 小 定理 
a = 1(mod p). 口 
无 需 真 正 分 解 一 个 数 ， 可 用 费 马 小 定理 证 明 这 个 数 不 是 素数 . 例如 ， 有 | 
2 = 899 557( mod 1 234 567). 
这 意味 着 1 234 567 不 是 素数 ， 因 为 如 果 它 是 的 话 ， 费 马 小 定理 告诉 我 们 2 ”“™“ 必 同 余 于 
1(mod 1234 567). (如 果 你 想 了 解 如 何 计算 2 一” (mod 1234567)， 不 必 犯 愁 ， 我们 将 在 第 
16 章 讲述 如 何 计算 . ls " 9721, 所 以 在 这 种 情况 下 ， 我 们 实际 上 可 求 出 一 
个 因数 .考察 数 
m = 10 + 37. 
当 计算 2 (mod m) 时 可 得 
2"…” = 3 626 360 327 545 861 062 487 760 199 633 583 910 836 873 253 019 151 380 128 320 824 
091 124 859 463 579 459 059 730 070 231 844 397( mod .m). 
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由 费 马 小 定理 我 们 再 次 推出 10”+37 不 是 素数 ， 但 不 知道 如 何 求 其 因数 ， 在 台式 计算 机 上 
可 快速 验证 它 没有 小 于 200000 的 素 因 数 . 有 点 奇怪 的 是 容易 写 出 这 样 的 合 数 ， 但 还 找 不 出 
其 ( 真 ) 因数 ， 


习题 


9.1 


9.2 


9.3 


9.4 


"+ 
利用 费 马 小 定理 求解 下 述 题 目 . 
(a) 求 数 0<a<73， 使 得 a=9”(mod 73). 
(b) 解 x 二 6( mod 29). 
(c) 解 x*”=3(mod 13). 
虽然 我 们 不 需要 知道 (p -1)! (mod p) 的 值 , 但 是 (p -1)! (modp) 出 现在 费 马 小 定理 的 证 明 中 . 
(a) 对 某 些小 的 p 值 , 计算 (p -1)! (mod p)， 找 出 模式 并 提出 猜想 . 
(b) 证 明 你 的 猪 想 是 正确 的 (对 小 的 p 值 ， 试 寻找 (p -1)! (modp) 产 生 这 种 数值 的 原因 ， 然 后 推广 
你 的 观察 ,证 明 结 论 对 所 有 p 成 立 . ) 
当 p 是 素数 时 ， 习 题 9. 2 要 求 你 确定 (p -1)! (mod p) 的 值 . 
(a) 对 某 些小 的 合 数 m 的 值 ， 计 算 (m -1)!1 (mod m).， 你 能 得 到 对 素数 所 发 现 的 相同 模式 吗 ? 
(b) 如 果 已 知 (n-1)! (mod n) 的 值 ， 如 何 使 用 这 个 值 明确 判断 n 是 素数 还 是 合 数 ? 
如 果 p 是 素数 ，a 半 0( mod p), 则 由 费 马 小 定理 可 知 of =1(mod p). 
(a) 同 余 式 7'”“*” 二 1 660 565(mod 1734 251) 成 立 ， 你 能 得 到 1 734 251 是 合 数 的 结论 吗 ? 
(上 ) 同 余 式 129“*” 三 15 179( mod 64 027) 成 立 ， 你 能 得 到 64 027 是 合 数 的 结论 吗 ? 
(c) 同 余 式 2””=1(mod 52 633) 成 立 ， 你 能 得 到 52 633 是 素数 的 结论 吗 ? 
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在 前 一 章 我 们 证 明了 费 马 小 定理 : 如 果 p 是 率 数 且 pta， 则 a?"' 二 1(mod p)， 如 果 p 换 
成 合 数 ， 结 论 就 不 正确 了 .例如 ，5”=5(mod 6) ，2 =4(mod 9).， 因 此， 我 们 问 是 否 有 依赖 
模 m 的 指数 使 得 | 

a'’” =1(mod m). 

首先 ， 观 察 到 : 如 果 gcd (a,，m) >1， 则 这 是 不 可 能 的 ,为 了 说 明 原 因 ， 假设 a*=1 
(mod m).. 则 对 某 整 数 yYy，a* =1+my， 所 以 gcd(a，m) 整 除 a -my=1， 换 旬 话 说， 如果 a 
的 某 个 窗 模 m 余 1， 则 必 有 gcd(a，m) =1. 这 提示 我 们 观察 与 m 互 素 的 数 的 集合 


{ta:l<a<m, gcd(a,m) = 11}. 


例如 ， 


la:l<sasm, gcd(a, m) =1| 


a 
| 2 | 
3 | {11, 21 
4 | 11, 3| 
5 | {11, 2, 3, 4| 
6 |11,5} 
7 | |41; 2, 3, 4, 5, 6} 
8 | 11,3,5,7| 
9 | {11, 2, 4, 5, 7, 8| 
10 | 11, 3, 7, 9| 


在 0 与 m 之 间 且 与 m 互 索 的 整数 个 数 是 个 重要 的 量 ， 我 们 赋予 这 个 量 一 个 名 称 : 
gb(m) =#la:l<asm, gcd(a,m) = 1}. 


函数 四 叫做 欧 拉 函数 .由 前 表 可 求 得 1<m<10 时 的 $(m) 值 . 


J ) 
tr ee | 有 IE 
注意 p 是 素数 时 每 个 整数 1<a<p 都 与 p 互 素 ， 所 以 ， 对 素数 p 有 公式 
中 (P) =p-1. 
我 们 设法 模拟 费 马 小 定理 的 证 明 . 例如 ， 假设 要 求 7 的 寡 次 模 10 余 1， 不 取 所 有 数 1 < 


a <10， 而 是 恰好 取 与 10 互 素 的 数 ， 它们 是 
1,3,7,9( mod 10). 
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如 果 用 7 乘 每 个 数 得 
7 7:1=7(mod10), 7:3= 1(mod10), 
7.7=9(mod10), 7.:9=3(mod 10). 
注意 重 排 后 取 相 同 的 数 ， 如 果 将 它们 乘 起 来 就 得 到 相同 的 乘积 
(7.1)(7 .3)(7.7)(7 .9)=1.3.7.9(mod 10) 
7 (1.3.7.9)=1.3.7.9(mod10). 
消去 1.3.7 :9 得 7=1(mod 10). 
指数 4 从 何 而 来 呢 ? 它 等 于 0 与 10 之 间 且 与 10 互 素 的 整数 个 数 ;， 即 由 于 由 (10) = 4， 
所 以 指数 等 于 4， 这 意味 着 下 述 公式 成 立 . 
定理 10.1{( 欧 拉 公 式 ) 如果 gcd(a,，m) =1, 则 
. a*™) = 1(mod m). 。 
证 明 至 此 ， 我 们 已 经 确定 了 考察 的 数 的 正确 集合 ， 所 以 欧 拉 公式 的 证 明 几 乎 与 费 马 小 
定理 的 证 明 一 致 ， 令 5 
l<b <b, < <b <m 
是 0 与 m 之 间 且 与 m 互 索 的 g(m) 个 整数 . 
言 10.2 ”如果 gcd(a，m) =1， 则 数列 
bia,bsa, bsa,: ,bysim al mod m) 
与 数列 
brsby, Bay bam (mod m) 
相同 ， 尽 管 它们 可 能 次 序 不 同 . 
断言 的 证 明 ”注意 到 如 果 45 与 m 互 素 ， 则 ab 也 与 m 互 索 ， 从 而 数列 
bia,ba,bya, ,bnal mod m) 
中 的 每 个 数 同 余 于 数列 
b,,b, ,bs,* ,bn (mod m) 
中 的 一 个 数 ， 进而， 每 个 数列 都 有 $(m) 个 数 ， 因 此 ， 如 果 能 够 证 明 第 一 个 数列 中 的 数 对 于 
模 m 不 同 ， 则 就 得 到 两 个 数列 ( 重 排 后) 相同 . 
假设 从 第 一 个 数列 中 取 两 个 数 ba 与 b,a， 并 假设 它们 同 余 ， 
ba = bial mod m). 
则 ml (&; 5)a. 但 是 严 与 4 互 素 ， 因 而 得 到 严 | b-b， 另 一 方面 , b,, b 在 1 与 mn 之 
间 ， 这 蕴涵 1 5-b1 <m-1 仅 有 一 个 数 的 绝对 值 严格 小 于 m 且 被 m 整除 ， 这 个 数 是 0. 
从 而 56 =6b,. 这 说 明 数列 
bia,bsa, bsa,* ,byal mod m) 
中 的 数 模 m 不 同 ， 这 就 完成 了 断言 成 立 的 证 明 . 
使 用 上 述 断 言 容易 完成 欧 拉 公式 的 证 明 ， 断 言说 明 数 列 
bia,bya, bya,* ,byal mod m) 


与 数列 
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号 0 :030 (mod m) 
是 相同 的 ， 所 以 ， 第 一 个 数列 中 数 的 乘积 等 于 第 二 个 数列 中 数 的 乘积 : 
(ba) (ba) (ba)… (ba) Sb 0 by ben (mod m). 
左边 提出 $(m) 个 a 得 到 
a B= B(modm),， 其 中 B = 6b,6,bs*… bscn): 
最 后 由 于 每 个 5, 与 m 互 家 ,我 们 得 8 与 m 互 素 ， 这 表明 可 从 两 边 消去 B 得 到 欧 拉 公 式 
atn) = 1(mod m). 口 


习题 


10.1 设 b,<6,<*… <bwj 是 1 与 m 之 间 且 与 m 百 索 的 整数 (包括 1)，B =6.6,b… bsin) 是 它们 的 乘积 ，B 
来 自 于 欧 拉 公 式 的 证 明 . 
(a) 证 明 B81(mod m) 或 者 B= -1(mod m). 
(b) 对 某 些小 的 m 值 计算 B， 试 寻找 当 它 等 于 1(mod m) 和 -1(mod m) 时 的 模式 . 
10.2 可 以 验证 数 3750 满足 $4(3750) =1000， 求 满足 下 述 三 个 性 质 的 数 a. 
(i) a=7” (mod 3750). | 
(ii) 1<as5000. 
(iii) a 不 被 7 整除 . 
10.3 ”如果 对 每 个 整数 a( gcd(a，m) =1) ， 同 余 式 a”!' 二 1( mod m) 成 立 ， 则 称 合 数 严 为 卡 米 歌 尔 数 ， 
(a) 验证 m=561 =3 .11 .17 是 卡 米 软 尔 数 . (提示 : 不 必 对 a 的 所 有 320 个 值 计 算 ao" (mod m)， 
而 是 使 用 费 马 小 定理 验证 对 整除 m 的 每 个 素数 p， 有 a"' =1( mod p)， 然 后 解释 为 什么 这 蕴涵 
a” =l(mod m).) 


(b) 试 求 男 一 个 卡 米 软 尔 数 ， 你 认为 存在 无 穷 多 个 卡 米 琴 尔 数 吗 ? 
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欧 拉 公 式 
ago" = 1(mod m) 

是 既 优美 又 有 力 的 结果 . 但 是 ， 除 非 能 找到 计算 $(m) 的 有 效 方法 ,否则 它 的 用 途 不 能 发 挥 出 
来 ， 显 然 ， 我 们 不 想 列 出 1 到 m -1 的 所 有 整数 来 检查 每 个 数 是 否 与 m 互 素 ， 例如， 如 果 m 二 
1000， 会 耗费 许多 时 间 ， 对 m 二 10” 则 是 不 可 能 的 正 像 我 们 在 前 一 章 看 到 的 ， 容 易 计算 
中 (m) 的 一 种 情况 是 m =p 为 素数 ， 这 是 因为 每 个 整数 1 和 ac 大 p -1 与 m 互 素 ， 因 此 $(p) =p -1. 

当 m =p"* 是 素数 备 次 时 ,可 容易 推出 $8(p') 的 类 似 公 式 ， 不 用 设法 计数 1 到 p* 之 间 的 
与 p' 互 崇 的 整数 个 数 , 而 是 由 满足 1<a<p* 的 所 有 整数 开始 ， 然 后 丢弃 与 p' 不 互 索 的 
整数 . 

数 a 什么 时 候 与 广 不 互 素 呢 ? p' 仅 有 的 因数 是 p 的 寡 次 ， 所 以 ， 当 a 被 p 整除 时 a 不 
与 p' 互 案 ， 换 句 话说 ， 

bp') =p -#ia:l<asp',plal. 
因此 ， 必 须 计 数 1 与 p' 之 间 有 多 少 个 整数 被 p 整除 ， 这 是 容易 的 ， 下 述 数 是 p 的 倍数 : 
p, 2p, 3p, 4p, ‘7, (p -2)p，(p -1)p, 由 
它们 有 p* 个 ， 这 就 给 出 公式 
由 (六 ) =p"-p". 
例如 
中 (2401) = 由 (7 ) = 7* -73 = 2058. 

这 表明 在 1 与 2401 之 间 有 2058 个 整数 与 2401 互 素 . 

当 m 是 素数 短 次 时 ， 我们 已 知 如 何 计算 $(m). 下面 假设 普 是 两 个 素数 宕 次 的 乘积 
m =p'q， 要 将 猜测 公式 化 ， 我 们 对 一 些小 的 值 计算 $(pig') 并 将 它 与 $(p') 和 中 (p') 的 值 进 
行 比 较 . : 


< 


p pq" $lp) $(g') (pg) 
2 有 6 1 2 2 
4 5 20 及 4 8 
3 7 21 2 6 12 
8 9 72 4 6 24 
9 25 225 6 20 120 


这 个 表 揭 示 了 $(pg') = 中 (p')$(g')， 我 们 也 可 试 一 些 不 是 素数 短 次 的 数 的 例子 ， 如 
由 (14) = 6, 由 (15) = 8, 由 (210) = 由 (14。15) = 48. 
这 使 得 我 们 猜测 下 述 断 言 成 立 : 
如 果 gcd(m,n) = 1， 则 由 (mn) = $(m)$(n). 
在 设法 证 明 这 个 乘法 公式 之 前 ， 对 任意 的 mm ， 或 更 确切 地 对 能 够 分 解 成 素数 乘积 的 任意 
m, 我 们 说 明 利用 它 能 够 多 么 容易 地 计算 gb(m). 


[71 | 


[72 | 
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假设 已 知 整 数 m， 且 假设 已 将 m 分 解 成 素数 乘积 ， 即 
m = Pi * ps p,”, 
其 中 p,，p,，…，p, 是 不 同 的 素数 ， 首先 使 用 乘法 公式 计算 
由 ( 严 ) = 由 (站 ) 由 (PP)… 中 (PP ). 
然后 使 用 素数 徊 公式 $(p*) = 六 -六 ”得 
bm) = (pr 一下) (pr -pa ) (PP 
这 个 公式 看 起 来 复杂 ， 但 实际 上 计算 $(m) 的 过 程 很 简单 ， 例 如 ， 
由 (1512) = 由 (23 .33 .7) = 风 (23) .由 (33) + $(7) 
= (2” -2) (3 -3 ). (7 -1) =4.18.6 = 432. 
所 以 , 在 1 与 1512 之 间 有 432 个 数 与 1512 互 素 . 
现在 准备 证 明 欧 拉 函 数 的 乘法 公式 . 我们 也 重 述 素数 寡 公 式 以 使 两 个 公式 方便 地 列 在 
定理 11.1(g 函数 公式 ) (a) 如 果 p 是 素数 且 上 宇 1， 则 
blp')=p -pp". 
(b) 如 果 gcd(m, nn) =1， 则 由 (ma) =$(m)$(n). 
证 明 ”我 们 在 本 章 前 面 证 明了 素数 短 公 式 (a)， 因 此 余下 的 便 是 朗 证 月 乘法 公式 (b). 
我 们 使 用 数论 中 的 | 
计数 
这 个 最 有 用 的 工具 之 一 来 进行 证 明 ， 简 言 之 ， 我 们 找 一 个 包含 $(mn) 个 元 素 的 集合 ， 再 找 一 
个 包含 由 (m)g(n) 个 元 素 的 第 二 个 集合 ， 然 后 证 明 这 两 个 集合 包含 个 数 相同 的 元 尝 . 
第 一 个 集合 是 
la:l<sa<.mn, gcd(a,mn) = 1}. 
显然 ， 这 个 集合 包含 由 (mn) 个 元 素 ， 因 为 这 正好 是 $(mn) 的 定义 ， 第 二 个 集合 是 
{(bc) :ls<sbs<m, ged(b,m) =1, ls<scsn, gcd(c,n) = 1|. 
第 二 个 集合 含有 多 少 个 序 对 (5，c) 呢 7? 正好 对 8 有 中 (m) 个 选择 ， 因 为 这 是 $(m) 的 定义 . 
对 ec 有 由 (mn) 个 选择 ， 因 为 这 是 b(n) 的 定义 ， 所 以 ， 对 第 一 个 坐标 5 有 中 (m) 个 选择 ， 对 第 
二 个 坐标 c 有 gg(n) 个 选择 ， 从 而 对 序 对 (5，c) 总 共有 g(m)g(n) 个 选择 . 
例如 ,假设 取 m=4 与 n=5. 则 第 一 个 集合 由 与 20 互 素 的 数 
11,3,7,9,11,13 ,17 ,19} 
组 成 ， 第 二 个 集合 由 序 对 
{C1,1), 012) 13) 14)， (3,1)， 3,2) (3,3)， (34 网 
组 成 ， 其 中 每 个 序 对 的 第 一 个 数 与 4 互 素 ， 第 二 个 数 与 5 互 素 . 
回 到 一 般 情形 ， 我 们 取 第 一 个 集合 的 每 个 元 素 ， 按 照 下 述 方法 
Me 上 fo i 
gcd(a,mn) = 1 1l1<c<n, gcd(c,n) = 1 


a mod mn 上 > (a mod m,a mod n) 
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将 它 与 第 二 个 集合 的 序 对 对 应 ， 这 指 的 是 取 第 一 个 集合 的 整数 a 并 把 它 指派 到 序 对 (&，ec) ， 
满足 
a 三 b(modm) 与 a=c(mod n). 
如 果 再 看 一 下 m =4,， n=5 的 例子 ， 也许 比较 清楚 . 例如 ， 第 一 个 集合 的 数 13 与 第 二 
个 集合 的 序 对 (1，3) 对 应 ， 因 为 13=1(mod 4) 且 13=3(mod 5). 对 第 一 个 集合 的 其 他 数 采 
用 同样 的 做 法 . 。 
{11,3,7,9,11,13,17.,19} 一 |(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(3,1),(3,2),(3,3),(3,4) | 
1HF(1L,1) 3 HH (3,3) 7h>(3,2) 9hH(1,4) 
ITP(3,1) 13 忆 (1,3) 17 本 (1,2) 19F(3,4) 
在 这 个 例子 中 ， 可 以 看 到 第 二 个 集合 的 每 个 序 对 恰好 与 第 一 个 集合 的 一 个 元 素 匹配 .这 表明 
两 个 集合 有 相同 的 元 素 个 数 ， 我 们 要 证 明 一 般 情 形 下 的 同样 匹配 出 现 . 
我 们 需要 证 明 下 面 两 个 陈述 是 正确 的 : 
(1) 第 一 个 集合 的 不 同 数 对 应 第 二 个 集合 的 不 同 序 对 . 
(2) 第 二 个 集合 的 每 个 序 对 适合 第 一 个 集合 的 某 个 数 . 
一 旦 验证 了 这 两 条 ,我们 就 知道 两 个 集合 有 相同 的 元 素 个 数 ， 但是， 已 知 第 一 个 集合 有 
中 (mn) 个 元 素 ， 第 二 个 集合 有 中 (m)g(n) 个 元 素 ， 所 以 ,为 了 完成 g(mn) =$(m)g$(n) 的 
证 明 ， 只 需 验证 (1) 与 (2). 
要 验证 (1) ， 我 们 取 第 一 个 集合 的 两 个 数 a, 与 a,， 假 设 它们 在 第 二 个 集合 有 相同 的 象 . 
这 意味 着 
a 三 a(modm) 与 a) = a,(mod n). 
因此 ，a -az 被 m 与 nn 整除 然而, m 与 n 互 素 ,， 因 此 a, -a, 一定 被 mn 整除 ， 换 句 话 说 ， 
al 三 a,( mod mn), 
这 表明 a 与 a, 是 第 一 个 集合 的 相同 元 素 ， 这 就 完成 了 第 一 个 陈述 的 证 明 . 
要 验证 陈述 (2) ,需要 证 明 对 6b 与 c 的 任何 已 知 值 ， 至 少 可 求 得 一 个 整数 a 满足 
a 三 b(modm) 与 a=c(modn). 
这 个 同 余 式 组 有 解 的 事实 是 很 重要 的 ， 足 以 保证 它 有 自己 的 名 称 . 口 
定理 11.2 ( 中 国 剩余 定理 ) 设 m 与 n 是 整数 ，gcd(m, n) =1, 了 与 c 是 任意 整数 ， 则 
同 余 式 组 
x 三 b(modm) 与 x 三 c(modn) 
恰 有 一 个 解 0 三 x 专 mn. 
证 明 ” 像 通常 一 样 ， 我们 由 例子 开始 .假设 要 解 
x 三 8(mod1l1) 与 x=3(mod 19). 
第 一 个 同 余 式 的 解 由 形 如 x =11y +8 的 所 有 整数 组 成 ， 将 它 代 入 第 二 个 同 余 式 ， 化 简 并 求 
解 、 因 此 ， . 
lly + 8= 3(mod 19) 
lly= 14(mod 19). 


C4] 
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我 们 知道 怎样 解 这 种 类 型 的 线性 同 余 式 组 ( 见 第 8 章 线性 同 余 式 定理 )， 解 是 y, 三 3(mod 
19) ， 然 后 可 用 x*, =11y, +8=11 .3+8=41 求 得 原来 同 余 式 的 解 ， 最 后 验证 答案 :《〈41 - 
8)/11=3 与 (41 -3)/9 =2 是 正确 的 . 

对 一 般 情 况 ， 由 解 第 一 个 同 余 式 x=b(mod 普 ) 开始 ， 其 解 由 形 如 *.= my +4b 的 所 有 数组 
成 ， 将 此 代 人 第 二 个 同 余 式 得 

my 三 c ~ b(mod n). 
已 知 gcd(m，n) =1， 第 8 章 线性 同 余 式 定理 告诉 我 们 恰 有 一 个 解 y ,0<7 <n， 则 
Xi = my +6b 

给 出 了 原来 同 余 式 组 的 解 ， 这 是 唯一 解 x, ，0<x, < mn， 因 为 在 0 与 n. 之 间 有 唯一 和 解 y,， 且 
用 mm 乘 y, 得 zx， 这 就 完成 了 中 国 剩 余 定理 的 证 明 及 公式 由 mana) =g(m)g(n) 的 证 明 . 口 

历史 插曲 ”中国 剩余 定理 的 第 一 个 有 记载 的 实例 出 现在 3 世纪 末 4 世纪 初 的 中 国 数学 著 
作 中 . 令 人 惊讶 的 是 ， 它 涉及 解 由 三 个 同 余 式 构成 的 同 余 式 组 这 样 的 难题 . 

“ 今 有 物 不 知 其 数 ， 三 三 数 之 剩 二 ， 五 五 数 之 剩 三 ， 七 七 数 之 莘 二 ， 问 物 几 何 ?” 

一 一 《孙子 算 经 》( 孙 子 的 数学 著作 ) ， 大 约 公元 300 年 ,第 3 卷 问题 26 


习题 


11.1 (a) 求 $6(97) 的 值 . 
(b) 求 由 (8800 ) 的 值 . 
11.2 (a) 如 果 m 守 3， 解释 为 什么 中 (m) 总 是 偶数 . 
(b)g(m) “经 常 "被 4 整除 ,叙述 (m) 不 被 4 整除 的 所 有 严 
11.3 假设 p,，p;,，…，p, 是 整除 m 的 不 同 素数 .证 明 由 (m) 的 下 述 公式 成 立 : 


由 (下 ) = m(1 -)(! = 一 (1 -了 
使 用 这 个 公式 计算 由 1000000). 


居 11.4 编写 程序 计算 欧 拉 函 数 四 (n) 的 值 ， 应 该 使 用 n 的 素 因数 分 解 来 计算 $(n)， 而 不 是 通过 求 与 互 素 


的 1 与 n 之 间 的 所 有 a 来 计算 $(n). 

11.5 对 每 个 同 余 式 组 求 其 解 x. 
{a)x=3{(mod 7), x=5(mod 9) 
{b)x=3(mod 37), x 三 1 (mod 87) 
(c)x=5(mod 7), x=2(mod 12), x=8(mod 13) 

11.6 解 “ 历 史 插 曲 ” 提 到 的 《孙子 算 经 》 中 已 有 1700 年 历史 的 中 国 剩余 问题 . 

11.7 一 个 农夫 在 去 集 市 卖 鸡 蛋 的 路 上 ， 流星 打 中 了 他 的 小 货车 ， 击 碎 了 他 的 鸡蛋 .为 申请 保险 索赔 ， 他 
需要 知道 打 碎 了 多 少 鸡 蛋 ， 他 知道 两 两 数 之 余 一 ， 三 三 数 之 余 一 ， 四 四 数 之 余 一 ， 五 五 数 之 余 一 ， 
六 六 数 之 余 一 ,七 七 数 之 余 一 ， 问 小 货车 里 鸡蛋 的 最 少 个 数 是 多 少 ? 


异 11.8 编写 程序 ， 取 四 个 整数 (b»，m，c，,，n)，gcd(m，n) =1 作为 输入 ， 计 算 满足 


x 三 b(modm), x=.c(modn), 0O0<x< mn 
的 整数 x : 
11.9 在 本 题 中 将 证 明 三 个 同 余 式 的 中 国 剩余 定理 . 设 m, ，m: ，ms 是 两 两 互 素 的 正 整数 ， 即 
gcd(m,m2) = 1, gcd(m,ms) = 1, gcd(m,,m;) = 1. 
设 a,，a,，a; 是 任意 三 个 整数 .证 明 同 余 式 组 


欧 拉 由 浮 烧 与 中 国 剩 余 定 理 47 


11.10 
11.11 


11.12 


11. 13 


x 三 a(modm), x=a{(modm,), x a(modm,) 
在 区 间 0<x<mmm; 恰 有 一 个 整数 解 过 你 能 找 出 将 这 个 问题 推广 到 处 理 多 个 同 余 式 组 


X 二 al(modmi)，x amodmas) ,xs=a(modmy) 


的 模式 吗 ? 特别 地 ， 模 m, ，ma ，…，m, 需要 满足 什么 条 件 呢 ? 


如 果 $(n) 是 素数 ,你 能 说 出 n 有 什么 模式 吗 ? 如 果 由 (mn) 是 素数 的 平方 ,mn 又 有 什么 模式 呢 ? 

求 由 (nj =160 的 至 少 5 个 不 同 整数 ， 你 能 求 出 更 多 的 吗 ? 

假设 整数 7 满足 b(n) = 1000. 

(a) 列 出 可 能 整除 nn 的 所 有 素数 . 

(b) 由 (a) 求 出 所 有 满足 $(n) =1000 的 整数 . 

解 下 述 方 程 ， 求 n 的 所 有 值 . 

(a)gb(n)=n/2 (b)$(n)=n/3 (c)qb(n)=n/6 

(提示 : 习题 11.3 的 公式 也 许 有 用 . ) 

(a) 对 每 个 整数 2<a<10, 求 a™ 的 最 末 4 位 数 . 

(b) 基 于 (a) 的 试验 (如 果 有 必要 的 话 ， 进 一 步 试验 )， 给 出 一 种 简单 判别 法 ， 使 得 可 由 a 的 值 预测 
a 的 最 末 4 位 数 . 


《ce) 证 明 (a) 中 你 的 判别 法 是 正确 的 . 


第 12 章 素 数 


素数 是 数论 的 基本 构件 ， 这 是 第 7 章 讨论 过 的 算术 基本 定理 告诉 我 们 的 ， 每 个 数 由 将 素 
数 乘 在 一 起 的 唯一 方式 构成 ， 在 其 他 科学 领域 有 类 似 的 情况 ， 毫 无 例外 ， 构 件 的 发 现 与 描述 
在 其 学 科 领 域 具 有 深远 影响 ， 例 如 ， 每 种 化 学 制品 是 由 一 些 基本 元 素 构成 的 ， 门 捷 列 夫 
(Mendeleev) 将 这 些 元 素 分 类 成 性 质 周 期 性 重 现 的 元 素 族 ， 这 些 发 现 使 得 化 学 领域 发 生 了 革 
命 性 变化 ， 下面 我 们 将 做 类 似 的 事情 ， 将 素数 集合 分 成 各 种 子 集 ， 例 如 分 成 模 4 余 1 的 集合 
与 模 4 余 3 的 集合 ， 类似 地 ， 当 科学 家 发 现 组 成 每 个 元 过 的 原子 是 由 三 种 基本 粒子 (质子 、 
中 子 和 电子 2 ) 构 成 的 ， 每 种 粒子 的 个 数 决定 原子 的 化 学 性 质 与 物理 性 质 时 ， 物 理学 有 了 巨 
大 进步 ， 例 如， 由 92 个 质子 和 仅仅 143 个 中 子 构 成 的 原子 具有 明显 区 别 于 带 有 三 个 额外 中 
子 的 同族 原子 的 性 质 . 

素数 是 基本 构件 的 事实 是 研究 其 性 质 的 充足 理由 ， 当 然 ， 这 并 不 表明 那些 性 质 是 令 人 感 
兴趣 的 ， 当 学 习 语言 时 ， 研 究 如 何 搭配 不 规则 动词 是 很 重要 的 ， 但 这 并 不 能 使 它 很 吸引 人 ， 
幸运 的 是 ， 人 们 对 素数 研究 得 越 多 就 越 对 素数 感 兴趣 ， 而 发 现 的 关系 式 就 越 优美 且 令 人 惊 
讶 ， 在 这 简短 的 一 章 ， 我 们 仅 涉及 大 量 值得 注意 的 素数 性 质 中 的 一 小 部 分 . 

首先 ， 我 们 列 出 前 几 个 素数 : 

2,3,5,7,11,13,17,19 ,23 ,29 ,31 ,37 ,41 ,43 ,47 ,53 ,59 ,61 ,…. 
可 从 表 中 发 现 什 么 呢 ? 首先 可 看 出 2 是 仅 有 的 偶 素 数 . 当然 这 是 正确 的 .如 果 n 是 大 于 2 的 


”偶数 ， 则 它 可 分 解 成 2. (n/2). 这 使 得 素数 集合 中 的 2 很 不 寻常 ， 不 是 奇数 ， 胜 似 奇 数 ， 


所 以 人 们 戏称 
“2 是 最 奇 的 素数 1” 
由 素数 表 得 到 的 更 重要 的 观察 是 在 表 末 尾 出 现 的 省 略 号 (三 个 点 )， 这 意味 着 表 不 完整 ， 例 
如 67 与 71 是 后 面 的 两 个 素数 ， 然 而 ， 实 际 结果 是 表 能 和 否 结束 或 者 是 否 会 无 限 地 继续 ， 换 句 
话说 ， 存 在 无 穷 多 个 素数 吗 ? 答案 是 肯定 的 .现在 给 出 优美 证 明 ， 它 出 现在 2000 多 年 前 欧 
几 里 得 的 《几何 原本 》 中 . 
定理 12.1{( 无 穷 多 素数 定理 ) ”存在 无 穷 多 个 素数 ， 
欧 几 里 得 证 明 假设 已 列 出 素数 (有 限 ) 表 ， 要 说 明 如 何 找 不 在 表 中 的 新 素数 ， 因 为 可 
以 将 这 个 新 素数 加 入 到 表 中 ， 再 重复 这 个 过 程 ， 就 表明 必 有 无 穷 多 个 素数 ， 
假设 由 素数 表 p, ，p;，… ，p, 开始 .我 们 将 它们 乘 起 来 再 加 1， 给 出 数 
4 = pps'** p, +1. 
如 果 4 本 身 是 素数 ， 则 证 明 已 完成 ， 因 为 4 太 大 不 在 最 初 的 表 中 . 但 是 即使 4 不 是 素数 ， 也 
肯定 会 被 某 个 素数 整除 ， 因 为 每 个 数 可 表示 成 素数 乘积 ， 设 9 是 某 个 整除 4 的 素数 ， 且 设 其 


日 ”原子 的 这 种 叙述 很 简单 ， 但 它 是 20 世纪 初 发 展 的 最 初 原子 理论 的 相当 精确 的 描述 . 
妃 自 然 地 ， 我 甚至 不 会 考虑 重复 这 种 平淡 无 奇 的 笑话 ! 注意 这 只 是 特定 语言 中 的 笑话 (英语 中 的 odd 既 可 表示 “ 奇 
数 "又 可 表示 “奇特 ")， 例 如 ， 在 法 语 中 它 就 不 成 为 笑话 ， 因 为 奇数 的 单词 是 impair， 而 奇人 或 奇 事 则 用 单词 


étrange 或 bizarre. 
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为 最 小 的 那个 .. 可 得 g 不 在 最 初 的 表 中 ， 所 以 它 是 所 期 望 的 新 素数 . 

为 什么 gq 不 在 最 初 的 表 中 呢 ? 我 们 知道 9 整除 4， 所 以 

9 整除 pps… p, +1. 

如 果 .9 等 于 p; 中 的 一 个 ， 则 它 必 整 除 1， 而 这 是 不 可 能 的 ， 这 意味 着 g 是 新 素数 ， 可 添加 到 
表 中 .， 重复 这 个 过 程 可 创建 素数 表 ， 它 与 我 们 所 要 的 一 样 长 ， 这 表明 必 有 无 穷 多 个 素数 ， 口 

欧 几 里 得 的 证 明 很 巧妙 也 很 漂亮 ， 我 们 使 用 它们 创建 素数 表 来 说 明 欧 几 里 得 证 明 的 思 
想 ， 我 们 由 单个 素数 12| 构 成 的 表 开 始 .， 按照 欧 几 里 得 的 思路 计算 4=2+1=3. 这 个 4 已 经 
是 素数 ， 所 以 将 它 加 入 表 中 .， 于 是 得 到 两 个 素数 12，31， 再 次 使 用 欧 几 里 得 方法 计算 4 = 
2 .3+1=7,， 4 是 素数 ， 将 它 加 入 表 中 .， 这 给 出 三 个 素数 12，3，7}、， 重复 这 个 过 程 给 出 4 = 
2.3，7+1=43 是 另 一 个 素数 ! 于 是 表 中 有 四 个 素数 12，3，7，431， 再 次 进行 计算 4 = 
2.3.7.43+1=1807. 这 次 4 不 是 素数 ， 它 可 分 解 成 4=13 .139, 将 13 加 入 到 表 中 得 
12，3,，7，42，13}1， 再 一 次 ， 我 们 计算 4 =2 .3 .7 .43.13+1=23479， 这 个 4 可 分 解 成 
53 "443， 这 给 出 表 {2，3， 7，43，13 ，53} ， 我 们 在 此 停止 ， 但 是 ， 原 则 上 可 继续 此 过 程 
以 得 到 任何 指定 长 度 的 素数 表 . 

我 们 现在 知道 素数 表 无 终止 地 继续 下 去 、 也 观察 到 2 是 仅 有 的 偶 素 数 ， 每 个 奇数 模 4 余 
1 或 模 4 余 3， 所 以 我 们 会 问 哪 些 素数 模 4 余 1， 哪 些 素 数 模 4 余 3. 这 将 ( 奇 ) 素 数 分 成 两 
类 ， 正 像 周 期 表 将 元 素 分 成 有 相同 性 质 的 类 一 样 . 在 下 表 中 加 框 的 素数 模 4 余 1. 


3,(5],7,11,[13],[17],19 ,23,[29],31,[37|,[41| ,43 ,47 ,63]， 


59 ,[61|,67 ,71 ,3|,79 ,83 ,|89| ,97] ,[101] ,…. 
尽管 每 一 类 确实 有 大 量 的 素数 ， 但 似乎 没有 任何 明显 模式 ， 下 面 是 更 长 的 列表 : 


5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97, 101, 109, 113, 137, 149, 157, 173, 
181，193 ，197，… 

3,7, 11, 19, .23，31，43，47，59，67，71，79，83，103，107，127，131，139， 
151, 163, 167, 179, ~ 


p=1(mod 4) 


p=3(mod 4) 


这 个 表 中 的 每 一 行 能 最 终 停止 吗 ? 或 者 ， 每 一 类 有 无 穷 多 个 素数 吗 ? 结果 是 每 一 行 无 限 
地 继续 ， 我 们 使 用 变化 的 欧 几 里 得 证 明说 明 存 在 无 穷 多 个 模 4 余 3 的 素数 .在 第 24 章 将 使 
用 稍 不 同 的 方法 处 理 模 4 余 1 的 情况 . 

定理 12.2( 模 4 余 3 的 素数 定理 ) 存在 无 穷 多 个 模 4 余 3 的 素数 . 

证 明 假设 已 得 到 素数 (有 限 ) 表 ， 它 们 都 是 模 4 余 3 的 .我 们 的 目的 是 通过 求 新 的 模 4 
余 3 的 素数 制作 更 长 的 表 ， 重 复 这 个 过 程 就 给 出 任何 所 要 长 度 的 素数 表 ， 由 此 证 明 存 在 无 穷 
多 个 模 4 余 3 的 素数 . 

假设 模 4 余 3 的 素数 的 初始 表 是 

3 ,Pi Pa ，… ,Pr 
考虑 数 
A = 4pp… Pp, + 3, 
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(注意 乘积 中 不 包括 素数 3. ) 我 们 知道 可 将 4 分 解 成 素数 乘积 ， 璧 如 说 
A = 9192… 9 

我 们 断言 素数 9 ，g,，…，g, 中 至 少 有 一 个 必 是 模 4 余 3， 这 是 证 明 中 的 关键 步 又， 为 什么 

成 立 呢 ?如 果 不 成 立 ， 则 g, ，9q ，…，9, 都 是 模 4 余 1， 此 时 其 乘积 4 模 4 余 1， 但 是 由 定义 

知 4 显然 模 4 余 3， 从 而 ，9q ，9: ，… ，g, 中 至 少 有 一 个 必定 模 4 余 3， 即 9y=3(mod 4). 

第 二 个 断言 是 9; 不 在 最 初 的 表 中 ， 为 什么 不 在 呢 ? 我 们 知道 9, 整除 4， 而 由 A 的 定义 
这 是 显然 的 ， 3，9,，9,，…，g, 中 没有 一 个 整除 4， 因 此 9; 不 在 我 们 最 初 的 表 中 ， 所 以 将 
其 加 入 到 表 中 并 重复 此 过 程 . 照 此 方式 可 制作 所 要 长 度 的 素数 表 ， 这 表明 必 有 无 穷 多 个 模 4 
余 3 的 素数 . 

可 使 用 模 4 余 3 的 素数 定理 的 证 明 思想 创建 模 4 余 3 的 素数 表 ， 我 们 需要 由 包含 至 少 一 
个 这 种 素数 的 表 开 始 ， 切 记 不 允许 3 在 表 中 ， 我 们 由 单个 素数 17} 构成 的 表 开 始 ， 计算 4 = 
4 -7 +3 =31， 这 个 4 本 身 是 素数 ， 因 此 它 是 3( med 4) 的 新 素数 ， 将 其 加 入 到 表 中 ， 于 是 表 
是 |7，31} ， 因 此 计算 4=4.7.31+3=871. 这 个 4 不 是 素数 ， 它 可 分 解 成 4 =13 :67. 
定理 的 证 明 告诉 我 们 至 少 有 一 个 素 因数 模 4 余 3， 此 时 素数 67 模 4 余 3， 因此 将 其 加 入 到 表 
中 ， 下面 取 |7,，31，67| ， 计 算 4=4 .7 .31.67+3=58159 并 将 它 分 解 成 4 =19 .3061， 这 时 
第 一 个 因数 19 模 4 余 3， 因 此 表 变 成 17，31，67 ，19}， 再 次 重复 这 个 过 程 . 因 此 

4=4:.7.31.67.19+3=1104967 = 179。6173 ， 
由 此 给 出 素数 179， 将 其 加 入 到 表 中 得 17，31，67，19，179}. 

对 模 4 余 1 的 素数 为 什么 不 用 相同 思想 进行 呢 ? 这 并 不 是 无 聊 的 问题 ， 理 解 论据 限制 与 
理解 为 什么 论据 有 效 几 乎 同样 重要 ， 所 以 ,假设 创建 模 4 余 1 的 素数 表 ， 如 果 由 |P， 
ps，…，p,| 开始 ， 可 计算 4 =4p1p，… p, +1 并 分 解 它 ， 设 法 求 出 是 并 4 余 1 的 新 素数 的 素 因 
数 ， 如 果 由 151 开 始 会 怎样 呢 ? 计算 4=4.5+1=21=3 7， 因数 3 与 7 都 不 是 模 4 余 1 的 
数 ， 所 以 会 让 我 们 停止 问题 是 乘 两 个 模 4 余 3 的 数 ， 如 3 与 7， 以 模 4 余 1 的 数 ( 比 如 A= 
21) 结 束 ， 一 般 地 ， 我 们 不 能 使 用 4=1(mod 4) 的 事实 推出 4 的 素 因数 模 4 余 1， 这 就 是 为 
什么 这 种 证 明 对 模 4 余 1 的 罕 数 不 适合 . 

没有 特别 理由 仅 考虑 模 4 的 同 余 式 ， 例 如 ， 每 个 数 同 余 于 0, 1, 2, 3, 4(mod 5), 除 5 
本 身 外 每 个 素数 与 1， 2，3，4 之 一 模 5 同 余 ，( 为 什么 ?) 我 们 可 根据 模 5 的 同 余 类 ， 将 素数 
集合 分 成 4 类 .下 面 是 每 一 类 前 几 个 素数 的 表 : 


p=1(mod 5) 11, 31, 41, 61, 71, 101, 131, 151, 181, 191, 211, 241 


p=2(mod 5) 2, 7, 17, 37, 47, 67, 97, 107, 127, 137, 157, 167, 197 
p=3(mod5) | 3, 13, 23, 43, 53, 73, 83, 103, 113, 163, 173, 193, 223 
p=4(mod 5) 19, 29, 59, 79, 89, 109, 139, 149, 179, 199, 229, 239 


每 一 类 似乎 有 许多 素数 ， 所 以 ， 我 们 可 猜测 每 一 类 包含 无 穷 多 个 素数 . 

一 般 地 ， 如 果 固 定 模 m 与 数 ea， 我 们 希望 何 时 有 无 穷 多 个 素数 同 余 于 c(mod m) 呢 ? 有 
一 种 情况 不 可 能 发 生 ， 那 就 是 a 与 m 有 公 因 数 . 例如 ， 假设 p 是 素数 且 p=35(mod 77)， 这 
意味 着 p =35 +77y =7(5 +11y) ， 所 以 仅 有 的 可 能 性 是 p=7， 甚 至 P=7 也 不 可 行 ， 一 般 地 ， 
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如 果 p 是 满足 p=a(mod m) 的 素数 ， 则 gcd(a，m) 整 除 p。， 因 而 或 者 gcd(a,，m) =1 或 者 
gcd(a，m) =p， 这 意味 着 对 p 至 多 有 一 种 可 能 性 . 因此， 如 果 假 设 gcd(a，m) =1， 实际 上 
令 人 感 兴趣 的 只 是 求 关 于 同 余 于 a( mod m) 的 素数 . 狄 利克 雷 在 1837 年 证 明 的 一 条 著名 定理 
说 明 ， 在 这 个 假设 下 总 存在 无 穷 多 个 素数 模 m 余 a. 

定理 12.3 (算术 级 数 的 素数 狄 利克 雷 定理 ) 设 a 与 m 是 整数 ，gcd(a, m) =1. 则 存 
在 无 穷 多 个 素数 模 mm 余 a， 即 存在 无 穷 多 个 素数 p 满足 

p= a(mod m). 

在 本 章 前 面 我 们 证 明了 (a,，m) = (3, 4) 的 狄 利克 雷 定理 ,习题 12. 2 要 求 读者 证 明 (a， 
m) =(5,，6) 的 狄 利克 雷 定理 .在 第 24 章 我 们 证 明 (a,，m) =(1，4) 的 狄 利克 雷 定理 .不 幸 的 
是 ， 所 有 (a,， mm) 的 狄 利克 雷 定理 的 证 明 都 相当 复杂 ， 因 而 不 在 本 书 中 给 出 .证明 使 用 了 微 
积分 中 的 高 级 方法 ， 事 实 上 ,使 用 了 复数 微 积分 的 方法 ! 


习题 


12.1 从 单个 案 数 5 构成 的 列表 开始 ， 使 用 欧 几 里 得 证 明 的 有 无 穷 多 个 素数 的 思想 ， 创 建 一 个 素数 表 直 到 
考虑 的 数 太 大 不 易 分 解 为 止 . (读者 应 该 能 够 分 解 小 于 1000 的 任何 数 . ) 
12.2 (a) 证 明 存在 无 穷 多 个 模 6 余 5 的 素数 . (提示 :; 使 用 4=6pipz… p, +5.) 
(b) 试 用 同样 的 思想 (用 4 =5p,p，… p, +4) 证 明 存 在 无 穷 多 个 模 5 余 4 的 素数 ， 为 什么 会 出 错 呢 ? 特 
别 地 ， 如 果 由 119| 开始 ， 试 制作 更 长 的 表 ， 会 发 生 什么 情况 呢 ? 
12.3 设 p 是 奇 素数 ,将 
ee 
2 4 p-1 
写成 最 简 分 数 4,/B，. 
(a) 求 4,(mod p) 的 值 , 证 明 你 的 管 案 是 正确 的 . 
(b) 给 出 4,(mod p” ) 值 的 猜想 . 
(5) 证 明 (b) 中 的 猜想 ，( 这 是 相当 难 的 . ) 
12.4 设 m 是 正 整 数 ，a,，a,，…，as(m 是 1 与 m 之 间 且 与 m 互 素 的 整数 ， 记 
1 1 | 1 


的 最 简 分 数 为 4。/B。. 
(a) 求 4, (mod m) 的 值 ， 证 明 你 的 答案 是 正确 的 . 
(b) 给 出 4,(mod m? ) 值 的 猜想 . 
(c) 证 明 (b) 中 的 猜想 . (这 是 相当 难 的 . ) 
12.5 回顾 一 下 数 n 的 阶 来 na1， 它 等 于 乘积 
nl =1.2.3. (n-1)*n. 


(a) 求 整除 每 个 数 11，21，3!，…，101 的 2 的 最 高 次 寡 . 
(b) 用 公式 表示 整除 n! 的 2 的 最 高 次 等 的 计算 法 则 .用 该 法 则 计算 整除 100! 与 1000! 的 2 的 最 高 
次 塞 . 


晶 算术 级 数 是 有 公差 的 数列 ( 即 等 差 数 列 )， 例 如 ，2，7，12，17，22，… 是 公差 为 5 的 算术 级 数 ， 模 mn 余 a 的 
数 构成 公差 为 m 的 算术 级 数 ， 这 就 解释 了 狄 利克 雷 定理 的 名 称 . 
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(e) 证 明 (b) 中 的 法 则 是 正确 的 . 

《d) 重 复 (a) 、(b) 与 (c) ， 求 整除 n! 的 3 的 最 高 次 等 . 

《e) 试 用 公式 表示 整除 n! 的 素数 吕 的 最 高 次 蹇 的 一 般 法 则 用 该 法 则 求 整 除 10001 的 7 的 最 高 次 寡 
和 整除 5000! 的 11 的 最 高 次 客 . 

(f) 用 (e) 的 法 则 或 其 他 方法 ,证 明 如 果 p 是 素数 ，p" 整除 n!， 则 m <n/(p -1)， (这 个 不 等 式 在 高 
等 数论 的 许多 领域 都 很 重要 . ) 

(a) 求 满足 p 王 1338(mod 1115 ) 的 素数 p， 存 在 无 穷 多 个 这 样 的 素数 吗 ? 

(b) 求 满足 p=1438(mod 1115 ) 的 素数 P， 存在 无 穷 多 个 这 样 的 素数 吗 ? 
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有 和 多少 个 府 数 呢 ? 我 们 已 知 存在 无 穷 多 个 素数 ， 当 然 ， 也 存在 无 穷 多 个 合 数 ， 哪 个 更 
多 ， 是 素数 还 是 合 数 呢 ? 尽管 这 两 种 数 都 有 无 穷 多 个 ， 我 们 仍 可 使 用 计数 函数 比较 它们 . 

首先 ， 我们 从 能 说 明基 本 思想 的 比较 容易 的 问题 着 手 ， 直 觉 告诉 我 们 近 一 半数 是 偶数 . 
通过 观察 偶数 计数 函数 

E(x) =#| 偶 数 nl1 n=<wx|l， 
可 将 这 种 直觉 建立 在 坚实 的 基础 之 上. 上 述 (x) 表示 不 超过 x* 的 正 偶数 个 数 . 例如 ， 
E(3) = 1, E(4) =2, E(5) = 2,.…,E(100) = 50, E(101) = 50,:: 

为 研究 整数 中 偶数 占有 的 比例 ， 我 们 考察 比率 E(x)/x: 

E(3) _1 E4) 1 BE5) 2 E100) _1 E(101) 50 


3 3 5” ”1100 2，10l 101” ~ 
比率 E(x)/x 总 是 等 于 1/2 肯定 不 成 立 ， 但 是 当 * 很 大 时 ，E(x)/x 接近 于 1/2 是 成 立 的 ， 如 
一 点 微 积 分 知识 ， 你 会 意识 到 我 们 在 设法 说 明 
m EC _ 19 
zm OX pl 
这 个 陈述 恰 说 明 x 越 来 越 大 时 E(x)/x 与 1/2 间 的 距离 越 来 越 接近 于 0. 
下 面 ， 我 们 对 索 数 做 相同 的 事情 .素数 计数 函数 被 称 为 r(*)， 其 中 是 “prime” 的 缩 
写 . 于 7 的 这 种 用 法 与 数 3. 141 59… 没 有 联系 . ) 因此 ， 
T(x) = #| 索 数 plp 大 2 
例如 mr(10) =4， 这 是 因为 小 于 10 的 素数 是 2，3，5，7. 类 似 地 ， 小 于 60 的 素数 是 
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59, 
所 以 ,m7(60) =17. 下 表 给 出 了 r(x) 与 比率 7(x)/x 的 值 . 


似乎 x. 越 来 越 大 时 r(x)/x 越 来 越 小 .假设 这 种 模式 继续 下 去 ， 我 们 会 说 “大 多 数 整数 不 是 
素数 "， 这 就 进一步 提出 x(x)/x 以 怎样 的 速度 减 小 的 问题 . 下 述 著名 结果 给 出 答案 ， 它 是 
19 世纪 数论 取得 的 最 高 成 就 之 一 . 

定理 13. 1( 素数 定理 ) 当 x 很 大 时 ,小 于 x 的 素数 个 数 近 似 等 于 x/lIn(x)， 摘 自 话说 ， 


T(x) _ 
re 一 


晶 ” 这 个 数学 表达 式 读 作 “ 当 x 趋 于 % 时 ，E(x*)/x 的 极限 等 于 1/2.” 
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In(x)( 称 为 x 的 自然 对 数 ) 是 以 e=2.718 281 8… 引 为 底 x* 的 对 数 . 下 面 是 比较 T(x) 与 
x/ln(x) 值 的 表 : 


x/In(x) 144.76 1085. 74 72 382. 41 
ONIN | oo | i | er | rl om 


大 约 在 1800 年 通过 检查 类 似 的 但 比较 短 的 表 ， 高 斯 与 勒 让 德 独立 地 提出 素数 定理 成 立 
的 猜想 ， 几 乎 过 去 一 个 世纪 还 没有 人 加 以 证 明 .，1896 年 阿达 马 ( Jacques Hadamard) 与 Ch. de 
la vallée Poussin 各 自 努 力 去 证 明 素数 定理 .正如 狄 利克 雷 定理 的 证 明 要 用 复 分 析 方法 ( 即 复 
变 沙 数论 ) 一 样 ， 在 1948 年 埃 德 斯 (Paul Erd5s) 与 塞 尔 伯 格 (Atle Selberg) 发 现 了 素数 定理 的 
“初等 "证 明 . 他们 的 证 明 是 初等 的 仅 指 不 需要 复 分 析 方法 ， 并 不 意味 着 容易 ， 因 此 不 可 能 
在 此 提 及 细节 . 

使 人 有 点 惊讶 的 是 证 明 有 关 整 数 的 定理 ， 如 狄 利克 雷 定理 与 素数 定理 ， 数 学 家 不 得 不 使 
用 微 积分 作为 工具 ， 被 称 为 解析 数论 的 数学 分 支 专用 微 积分 方法 证 明 数 论 定理 . 

有 许多 著名 的 涉及 素数 的 未 解 问题 ， 我 们 在 此 叙述 三 个 这 样 的 问题 及 其 简 史 来 结束 
本 章 . 

猜想 13. 2( 哥 德 巴赫 猜想 ) 每 个 偶数 mn>4 可 表 成 两 个 素数 之 和 . 

哥 德 巴赫 在 1742 年 7 月 7 日 给 欧 拉 的 一 封 信 中 提出 这 个 狂想， 不 难 验 证 哥 德 巴赫 猜想 
对 前 几 个 偶数 成 立 。 例如， 

4=2+2 6=3+3, 8=3+5, 10=3+7,， 12=5+7, 
14=3+1l, 16 =3+13, 18 =5+13, 20 =7+13,…. 

这 就 对 直到 20 的 偶数 验证 了 哥 德 巴赫 猜想 ， 使 用 计算 机 人 们 已 对 10" 以 下 的 偶数 验证 了 哥 
德 巴赫 猜想 ， 数 学 家 其 至 能 够 证 明 与 哥 德 巴赫 猜想 相似 的 结论 ， 这 是 支持 哥 德 巴赫 猜想 的 有 
力 证 据 ，1937 年 ， 维 诺 格拉 人 打 夫 (1 M. Vinogradov) 证 明了 每 个 充分 大 的 奇数 n 可 表 成 三 个 素 
数 之 和 ，1966 年 ， 陈 景 润 证 明了 每 个 充分 大 的 偶数 可 表 成 p +a 的 形式 ， 其 中 p 是 素数 ，a 
是 素数 或 两 个 素数 的 乘积 . 

猜想 13.3( 挛 生 素数 猜想 ) ”存在 无 穷 多 个 素数 p 使 得 p +2 也 是 素数 . 

素数 很 不 规则 ， 相 邻 两 个 素数 间 常 常会 有 很 大 的 间 际 ， 例 如 ， 素 数 370 261 之 后 紧 接着 
111 个 合 数 ， 换 旬 话 说 ,似乎 使 素数 p 紧 随 另 一 个 素数 p +2 的 有 相当 一 些 例子 ，( 当然 
P +I 不 是 素数 ， 因 为 它 是 偶数 . ) 这 些 数 对 被 称 为 李 生 素数 ， 挛 生 素 数 猜想 说 明 挛 生 素数 表 
没有 结束 . 前 几 个 挛 生 素数 是 

(3,5), (5,7), (11,13), (17,19), (29,31), (41,43), (59,61), (71,73), 


50 847 534 
48 254 942. 43 


马 如 果 你 不 熟悉 自然 对 数 ， 可 认为 In(x) 近 似 等 于 2.302 59log(x)， 其 中 log(x) 是 以 10 为 底 的 常用 对 数 ， 自 然 对 
数 在 数学 与 科学 中 是 非常 重要 的 ， 大 多 数 科学 计算 器 都 有 特殊 按钮 计算 它 ， 自 然 对 数 “自然 "出 现在 包括 因素 增 
长 的 问题 中 ， 如 和 人口 增 长 、 利 息 支付 、 放 射 性 材料 衰减 ， 这 种 广泛 应 用 的 函数 也 出 现在 计数 案 数 的 纯 数学 问题 
之 中 ， 这 是 一 个 奇妙 的 事实 . 
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(101,103) (107,109), (137,139), (149,151), (179,181), (191,193), 
{197,199), (227,229), (239,241), (269,271), (281,283), (311,313). 
如 哥 德 巴赫 猜想 那样 ， 人 们 使 用 计算 机 查找 大 的 挛 生 素数 ， 例 如 ， 其 中 包括 由 
242 206 083 . 2 -1 与 242 206 083 .2 +1 
组 成 的 巨大 数 对 ， 作 为 使 猜想 成 立 的 进一步 的 事实 ， 陈 景 润 于 1966 年 证 明 存 在 无 穷 多 个 素 
数 p 使 得 p +2 是 素数 或 两 个 素数 的 乘积 . 

猜想 13. 4(N? +1 猜想 ) 存在 无 穷 多 个 形 如 NE +1 的 素数 . 

如 果 VW 是 奇数 ， 则 ?+1 是 偶数 ， 所 以 它 不 可 能 是 素数 (除非 VY =1)， 然 而 ,如 果 NN 是 
偶数 ， 则 w +1 似乎 经 常 是 素数 ，N* + 1 猜想 说 明 这 种 情况 无 穷 次 发 生 ， 前 几 个 这 种 形式 的 
素数 是 

22+1=5, 4+1=17, 6 +1 =37, 10°+1 = 101, 14*+1 = 197, 
16" +1 =257, 207* +1 =401, 24* +1 =577, 26*+1 =677，36: +1 = 1297, 
40* + 1 = 1601. 

目前 已 知 的 最 好 结果 由 Hendrik Iwaniec 于 1978 年 证 明 ， 他 证 明 存 在 无 穷 多 个 N 使 得 
有 +1 是 素数 或 两 个 素数 的 乘积 . 

尽管 没有 人 知道 是 否 存在 无 穷 多 个 挛 生 素数 或 形 如 N* +1 的 素数 ， 但 是 ， 数 学 家 猜测 它 
们 的 计数 函数 很 相像 ， 设 

T(x) = #| 使 得 p +2 也 是 素数 的 素数 p < x|， 
5S(x) = #| 使 得 p 的 形式 为 N + 1 的 素数 p < x|}. 


则 猜测 
jim - = lim 一 一 一 = ( 
4/( nx) ly 

要 确切 叙述 数 C 与 C 有 点 复杂 例如 ，C 近似 等 于 0. 660 16. 

习题 


13.1 (a) 解 释 为 什么 陈述 “五 分 之 一 的 整数 是 模 5 余 2" 可 用 计数 函数 
F(x) = ## 正 整数 n 志 x :n=2(mod5)|} 
表示 . 
(b) 解 释 为 什么 陈述 “大 多 数 整数 不 是 平方 数 " 可 用 计数 函数 
S(x) = #| 小 于 x 的 平方 数 | 
表示 . 求 x 的 简单 函数 ， 使 得 当 * 很 大 时 它 近 似 等 于 S(xz)， 
13.2 (a) 验 证 70 与 100 间 的 每 个 偶数 可 表 成 两 个 素数 之 和 . 
(b) 有 多 少 种 不 同方 法 可 将 70 表 成 两 个 案 数 之 和 70 =P+9g(p<9g) 呢 ? 对 于 90 的 相同 问题 呢 ? 对 于 
98 的 相同 问题 呢 ? 
13.3 数 n1 (n 的 阶乘 ) 是 1 到 的 所 有 整数 的 乘积 例如, 41 =1.2.3.4=24 与 7! =1.2.3.4.5. 
6 .7=5040， 如 果 n 三 2， 证明 所 有 整数 
nl+2, ni+3, nl +4, ,nl+(n-1),nt+n 


都 是 合 数 ， 
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13.4 


13. 5 


13.6 
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(a) 你 认为 存在 无 穷 多 个 形 如 N +2 的 素数 吗 ? 

(b) 你 认为 存在 无 穷 多 个 形 如 六 -2 的 素数 吗 ? 

(c) 你 认为 存在 无 穷 多 个 形 如 N +3N +2 的 素数 吗 ? 

(d) 你 认为 存在 无 穷 多 个 形 如 NY +2N +2 的 素数 吗 ? 

迪 数 定理 说 明 小 于 x 的 素数 个 数 近似 等 于 x/ln(*). 这 道 习 题 要 求解 释 为 什么 某 些 陈述 似乎 可 能 .不 

必 写 下 正规 的 数学 证 明 ， 而 是 用 语言 加 以 解释 ， 尽 可 能 令 人 信服 为 什么 素数 定理 使 得 下 述 每 个 陈述 

合情合理 . 

(a) 如 果 随 机 地 取 一 个 1 与 x 之 间 的 整数 ， 则 取 到 素数 的 概率 大 约 是 1/in(x). 

(b) 如 果 随 机 地 取 1 与 x 之 间 的 两 个 整数 ， 则 取 到 两 个 数 都 是 素数 的 概率 大 约 是 1/(lnx)”. 

(ce)1 与 x 之 间 的 挛 生 素数 的 个 数 近 似 等 于 */(inx) (注意 ， 这 解释 了 关于 挛 生 素数 计数 函数 7(x) 
所 猜测 的 极限 公式 . ) 

(这 道 习题 适用 于 具备 微 积分 知识 的 读者 . ) 素数 定理 说 明 当 * 很 大 时 ， 素 数 计数 函数 r(x*) 近 似 等 于 


x/lnx， 说 明 n(x) 更 接近 于 定 积分 fala) 的 原因 . 
(a) 证 明 


” dt Ej _ 
lin( 7)/ (ne) , 
这 意味 着 当 x 很 大 时 ， am 与 xz/lnx 近似 相等 . (提示 : 使 用 洛 必 达 法 则 和 微 积 分 第 二 基本 


定理 . ) 
(b) 证 明 
So.， (D)) nD) 
Ee = In(ln(t)) + In(t) + ~ es es 


使 用 这 个 级 数 计算 [avm(o) 在 x = 10,100,1000,10 ,10 ,10" 时 的 数值 . 比较 所 得 到 的 r(x) 的 值 


与 第 13 章 的 表 给 出 的 x/ln(x) 的 值 . 哪 一 个 更 接近 (x*) ,是 积分 | di/In() 还 是 函数 */ln(x*) 呢 ? 


(解答 该 问题 可 以 使 用 便携 式 计算 器 ,但 你 也 许 更 喜欢 使 用 计算 机 或 可 编程 计算 器 . ) 
(e) 对 (b) 中 的 级 数 求 微分 ， 证 明 导 数 实际 上 等 于 1/ln(1). (提示 : 使 用 er 的 级 数 . ) 
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本 章 我 们 研究 形 如 a” -1(n>2) 的 素数 .例如 ，31 就 是 这 样 的 素数 ， 国光 于 庆生 -1. 第 一 
步 观察 某 些 数据 . 


27 -1=3 23 -1=7 . 24 -1=3.5 ， 25 -1=31 

32 -1=23 33 -1=2.13 34 -1=24 .5 35 -1=2.11? 

42 -1=3.5 43 -1=3>.7 44-1=3.5.17 45 -1=3.11.31 
5 -1=23 .3 5 -1=.22 .31 54 -1=24.3.13 _ 55 -1=22 .11.71 
6 -1=5.7 63 -1=5.43 64 -1=5 .7.37 65 -1=52 .311 
7: -1=24 .3 3 -1=2.32 .19 7 -1=25 .3.5S? 75 -1=2 .3 .2801 
87 -1=32 .7 83 -1=7 .73 84-1=32.5.7:.13 85 -1=7 .31.151 


容易 观察 到 a 是 奇数 时 a” -1 是 偶数 ， 从 而 不 可 能 是 素数 ， 由 表格 可 以 看 出 a” -1 总 是 被 
a -1 整除， 这 的 确 成 立 ， 使 用 几何 级 数 求 和 公式 


x =1 = (x-1)(x +w +. +x +x+1) 


可 证 明 这 是 正确 的 . 
要 验证 这 个 几何 级 数 公 式 ， 我 们 展开 右边 的 乘积 即 
(x -1)(z +xe2 + 十 和 1) 


=Y (x rt) -1 (+1) 


=(x" +X + t+) (x tx 人 +1) 
三 党” 去: 于 7 
所 有 其 他 项 被 消去 . 
使 用 %*=a 的 几何 级 数 公式 可 得 a” -1 总 是 被 a -1 整除 .所 以 a -1 是 合 数 ， 除 非 
a-1=1， 即 除非 a =2. 
然而 ， 即 使 c=2， 数 2” -1 也 常常 是 合 数 .我 们 再 观察 一 些 数 据 : 


这 个 短 表 蕴 涵 下 述 事 实 : 

当 是 偶数 时 ，2" -1 被 3 =2 -1 整除. 

当 n 被 3 整除 时 ，2” -1 被 7=2 -1 整除 . 

当 n 被 5 整除 时 ，2” -1 被 31 =2 -1 整除 . 
所 以 我 们 猜测 如 果 n 被 m 整除 ， 则 2" -1 被 2”-1 整除 . 

如 果 已 进行 这 种 观察 ， 则 容易 证 明 这 是 成 立 的 . 所以, 假设 分 解 成 n=mk， 则 2" = 
”=(2")"， 使 用 x=2” 的 几何 级 数 公式 得 

2 -1 = (2") = 2" 12 + (2 2)2 《27 +1). 
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这 证 明了 如 果 n 是 合 数 ， 则 2" - 1 是 合 数 .我们 已 证 明 下 述 事实 . 
” 命题 14.1 如 果 对 整数 ac>2 与 n 宇 2，a” -1 是 素数 ， 则 4 必 等 于 2 且 n 一 定 是 素数 . 
这 表明 如 果 对 形 如 a -1 的 素数 感 兴趣 的 话 ， 我 们 就 仅 需 考虑 a=2 与 n 是 素数 的 情形 . 
形 如 2? -1 的 素数 叫做 梅森 素数 ， 前 几 个 梅森 素数 是 
22-1=3，2-1=7，2-1=3I，27 -1=127, 2” -1 = 8191. 
当然 ， 并 非 每 个 形 如 2? -1 的 数 都 是 素数 ， 例 如 . 
20 -1 =2047 =23.89, 2” -1 =53687091]1 =233 .1103 .2089. 
梅森 素数 以 神父 梅森 ( Marin Mersenne ，1588 一 1648) 命名， 他 在 1644 年 断言 
p =2,3,5,7,13,17,19 ,31,67,127 ,257 
时 2? -I 是 素数 ， 且 这 些 是 使 得 2* -1 为 素数 的 仅 有 的 小 于 258 的 素数 ， 不 知道 梅森 是 如 何 
发 现 这 些 “ 事 实 ” 的 ， 尤 其 是 从 最 后 看 出 他 的 列表 不 正确 起 ， 使 得 2 -1 是 素数 的 小 于 10 000 
的 素数 p 的 完全 表 为 ? : 
p =2,3,5,7,13 ,17,19 ,31,61,89 ,107 ,127 ,521 ,607 ,1279 ,2203 ,2281 ， 
3217 ,4253 ,4423 ,9689 ,9941. 
计算 机 的 发 展 使 得 查验 数 百 位 数 的 素性 成 为 可 能 ， 的 确 ， 直 到 1876 年 卢 卡 斯 (E. Lucas) 
才 证 明了 2'”-1 是 素数 ， 卢 卡 斯 数 保持 最 大 已 知 素数 的 记录 一 直到 20 世纪 50 年 代 才 被 打 
破 ， 表 14. 1 列 出 了 近 几 十 年 使 用 计算 机 发 现 的 梅森 素数 以 及 其 发 现 者 的 姓名 . 


表 14.1 已 知 2? -1 是 束 数 的 素数 Pp=> 500 


p 发 现 者 时 间 
521, 607, 1279, 2203, 2281 Robinson 1952 
3217 Riesel 1957 
4253 ，4423 Hurwitz 1961 
9689, 9941, 11213 Gillies 1963 
19 937 Tuckerman 1971 
21707 ; Noll ;. Nickel 1978 
23 209 Noll 1979 
44 497 Noll ，Slowinski 1979 
86 243 Slowinski - - 1982 
110 503 Colquitt, Welsch 1988 
132 049 Slowinski 1983 
216 091 Slowinski 1985 
756 839. Slowinski, Gage -1992- 
859 433 Slowinski, Gage 1994 
1 257 787 Slowinski, Gage 1996 
1 398 269 Armengaud 1996 
2976 221 Spence 1997 
3 021 377 Clarkson ‘ 1998 
6 972 593 Hajratwala 汪 1999 
13 466 917 Cameron 一 2001 
20 996 011 » Shafer 上 2003 
24 036 583 Findley 2004 


白 注意 梅森 实际 上 犯 了 5 个 错误 ， 他 丢掉 了 三 个 (61，89，107) ， 搞 错 了 两 个 (67 ，257). 
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表 14. 1 中 最 后 的 梅森 素数 ?是 使 用 Woltman 的 “大 型 因特网 梅森 素数 搜索 "( CIMPS ) 的 
部 分 专用 软件 发 现 的 .读者 也 可 以 从 GIMPS 网 址 : 
www. mersenne. org/ prime. htm 
下 载 软件 加 入 到 寻求 打破 素数 世界 记录 8 的 搜索 中 来 . 关于 梅森 素数 的 历史 与 话题 可 参看 


www. utm. edu/ research/ primes/ mersenne. shtml 
当然 ， 尽 管 查看 世界 上 已 知 的 最 大 素数 表 比 较 有 意思 ， 但 发 现 更 多 的 梅森 素数 没有 太 大 
的 数学 意义 ， 数 学 上 更 令 人 感 兴趣 的 是 下 述 问 题 . 
问题 14.2 存在 无 穷 多 个 梅森 素数 吗 ? 

习题 

14.1 如果 对 某 个 整数 a>2 与 n>1，o" +1 是 素数 ， 证明 n 一 定 是 2 的 短 次 . 

14.2 设 F=2”+1， 例如 FF =5，F,=17，F,=257 与 忆 = 65 537， 费 马 认为 所 有 F, 可 能 是 素数 ， 但 是 ， 
欧 拉 于 1732 年 证 明 Fs 可 分 解 成 641 . 6700 417，1880 年 Landry 证 明 F。 是 合 数 ， 形 如 F, 的 素数 被 称 
为 沉 马 素数 ， 证 明 如 果 关 m， 则 数 F 与 忆 没有 公 因 数 ， 即 证 明 gcd( FF，F) =1. (提示 ; 如 果 
>m， 证明 F, 整除 -2. ) 

14.3 数 3" -1 不 是 素数 (如 果 m>2)， 这 是 因为 它们 总 是 偶数 ， 然 而 ， 有 时 出 现 (3" -1)/2 是 素数 的 情 
况 . 例如，(3” -1)/2 = 13 是 素数 . 

(a) 求 形 如 (3" - 1)72 的 另 一 个 素数 . 

(b) 如 果 n 是 偶数 ,证明 (3" - 1)72 总 被 4 整除， 从 而 不 可 能 是 素数 ， 
(ec) 用 类 似 方法 证 明 : 如 果 n 是 5 的 倍数 ， 则 (3” - 1)72 不 是 素数 . 
(d) 你 认为 存在 无 穷 多 个 形 如 (3” -1)72 的 素数 吗 ? 


rr 


到 2008 年 5 月 , 已 发 现 和 4 个 梅森 素数 ， 表 14.1 中 最 后 一 个 是 第 41 个 ，M. Nowak 于 2005 年 发 现 第 42 个 梅森 
率 数 2 -1 C. Cooper 与 S. Boone 于 2005 年 12 月 15 日 和 2006 年 9 月 4 日 分 别 发 现 第 43 个 梅森 案 数 
230402 437 | 与 第 44 个 梅森 素数 232 582 657 和 一 一 译 者 注 

加 Andy Warhol 认为 将 来 人 人 可 能 15 分 钟 就 出 名 .这 种 出 名 的 途径 是 寻找 已 知 的 最 大 (梅森 ) 素 数 ， 为 了 越 大 越 好 
的 素数 ， 寻 找 会 不 断 继续 下 去 . 。 
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古 希 腊 人 注意 到 数 6 有 惊人 的 性 质 . 如 果 取 6 的 真 因数 ， 即 除 6 本 身 外 的 因数 ， 将 它们 
加 起 来 就 回 到 数 6， 因 此 ，6 的 真 因数 是 1，2,，3， 相 加 这 些 因数 就 得 到 
1+2+3=6. 
呈现 这 种 特性 的 数 很 稀少 ， 观 察 一 些 例子 就 可 看 到 : 


n n 的 真 因数 之 和 

6 1+2+3=6 和 正好 相等 (完全 数 1) 
10 1+2+5=8 和 太 小 

12 1+2.+3+4+6=16 和 太 大 

15 1+3+5=9 和 太 小 

20 1+2+4+5+10=22 和 太 大 

28 1+244+7+14=28 和 正好 相等 (完全 数 !1) 
45 1+3+5+9+15=33 和 太 小 


希腊 人 称 这 些 特殊 数 为 完全 数 ， 即 完全 数 是 等 于 其 真 因数 之 和 的 数 ， 到 目前 为 止 ， 我 们 已 发 
现 两 个 完全 数 6 与 28， 还 有 其 他 的 吗 ? 

希腊 人 知道 求 某 些 完全 数 的 方法 ,非常 有 趣 的 是 他 们 的 方法 与 我 们 前 一 章 研究 的 梅森 素 
数 密切 相关 .下 述 论断 是 欧 几 里 得 (几何 原本 》 第 9 卷 的 命题 36. 

定理 15. 1( 欧 几 里 得 完全 数 公式 ) 如果 2? -1 是 素数 ， 则 22"-: (2 ~1) 是 完全 数 . 

前 两 个 梅森 素数 是 3 =2* -1 与 7=2 -1， 将 欧 几 里 得 完全 数 公 式 应 用 到 这 两 个 梅森 素 
数 就 得 到 已 知 的 两 个 完全 数 

22 (22 -1) =6 与 2 (2 -1) = 28. 
下 一 个 梅森 素数 是 25 -1 =31， 欧 几 里 得 公式 给 出 新 的 完全 数 
25(25 - 1) = 496. 
要 验证 496 是 完全 数 ， 我 们 将 它 的 真 因数 相 加 ， 分 解 496 =2”. 31 得 到 496 的 真 因数 是 
1,2,27,2’,24 与 31,2.31,22? .31,23 .31. 
我 们 可 把 这 些 数 相 加 ， 但 为 了 说 明 一 般 方法 ， 分 两 步 求 和 .首先 
1+2+2:+23+2 =31. 
其 次 ， 
31 +2.31+2:.31+2 .31=31(1+2+2+2) =31.15. 

现在 相 加 这 两 个 数 得 31 +31. 15 =31 . 16 =496， 所 以 496 确实 是 完全 数 . 

使 用 相同 的 思路 可 容易 地 验证 欧 几 里 得 完全 数 公 式 在 一 般 情况 下 成 立 ， 设 g=2” -1, 我 
们 需要 验证 2*""g 是 完全 数 .，2?7 9 的 真 因数 是 

1,2,4,… ,2 与 gqg,2g,4g,… ,2 9， 

使 用 前 一 章 的 几何 级 数 公式 将 这 些 数 相 加 ， 几 何 级 数 公式 ( 稍 作 重 排 ) 说 明 
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令 x=2 与 n=p 得 
1+2+4+… +2" 本 . 9 


可 用 *=2 与 n=p -1 的 公式 计算 
p-! 
g +2g +2g+ ee +2 2g =g(1+2+23+… +22) = a - = g(2°! - 1). 


2-1 
如 果 将 2 4 的 所 有 真 因数 相 加 ， 可 得 
1+2+22+…+2 +g +29 +229 + +2 2g = g+g(2" -1) = 229， 
这 就 证 明了 27-!9 是 完全 数 . | 
我 们 可 用 欧 几 里 得 完全 数 公式 得 到 更 多 的 完全 数 ， 事 实 上 ， 求 得 一 个 梅森 素数 就 得 到 一 个 
完全 数 . 以 这 种 方法 所 得 的 前 几 个 完全 数列 在 下 表 . 正如 我 们 看 到 的 ， 这些 数 增加 得 相当 快 . 


p a 17 
wi(2-1) | 6 | 2 | 46 | sp28 | 33550336 | 8589869056 


我 们 也 可 以 列 出 大 得 惊人 的 完全 数 ， 例 如 
ide fr Ae Eh 1) 与 pt fy ech _ 1) 

是 完全 数 . 后 者 超过 50 万 位 ! 1 

在 这 一 点 上 上 ， 自 然 要 问 的 问题 是 欧 几 里 得 完全 数 公式 是 否 表示 了 所 有 完全 数 ， 换 句 话 
说 ， 每 个 完全 数 是 2?…(27 -1) 形 式 (2? -1 是 素数 ) 吗 ? 或 者 ， 存 在 其 他 完全 数 吗 ? 在 欧 几 
里 得 去 世 近 2000 年 后 ， 欧 拉 证 明 欧 几 里 得 公式 至 少 给 出 所 有 偶 完 全 数 . 

定理 15.2( 欧 拉 完全 数 定理 ) ”如果 严 是 偶 完全 数 ， 则 五 是 

n = 2 (27 -1) 


形式 ,其 中 2? -1 是 梅森 素数 . ; 
在 本 章 末 尾 将 证 明 欧 拉 定理 ， 在 此 首先 讨论 证 明 所 需要 的 函数 ， 这 个 函数 用 希腊 字母 o 
表示 ， 即 

ao(n) =n 的 所 有 因数 之 和 (包括 1 与 nn). 
下 面 是 一 些 例子 : 

o(6) =1+2+3+6= 

o(8) =1+2+4+8=15 

o(18) =1+2+3+6+9+18 =39. 
我 们 也 可 以 给 出 一 般 公式 ， 例 如， 如 果 p 是 素数 ， 则 其 因数 仅 是 1 与 p， 因此 og(p) =p+1. 
更 一 般 地 ， 素 数 究 p' 的 因数 是 1，p，p*，…，p*， 所 以 


o(p') =1+p+p + +4+p: = 


为 进一步 研究 o 函数 ， 我 们 制作 其 值 的 短 表 . 


De 
p=1° 
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oll) =1 al(2) =3 o(3) =4 o(4) =7 o(5) =6 
ol(6) =12 o(7)=8 ot8) =15 o(9)=13 o(10) =18 
cf1l) =12 (12) =28 ol(13) =14 o(14) =24 o(15) =24 
o(16) =31 o(17) =18 ol(18) =39 al(19) =20 o(20) =42 
o(21) =32 o(22) =36 o(23) =24 al(24) =60 o(25) =31 
o(26) =42 o(27) =40 o(28) =56 cf(29) =30 o(30) =72 
o(31) =32 o(32) =63 of33) =48 0(34) =54 af(35) =48 
o(36) =91 al(37) =38 o(38) =60 ol(39) =56 ol(40) =90 
o(41) =42 o(42) =96 o(43) =44 o(44) =84 o(45) =78 
o(46) =72 o(47) =48 ol(48) =124 co(49) =57 o(50) =93 
or{51) =72 o(52) =98 o(53) =54 o(54) =120 og(55) =72 
o(56) =120 og(57) =80 o(58) =90 Il(59) =60 0o(60) =168 
af(61) =62 o(62) =96 0(63) =104 (64) =127 (65) =84 
本 表 的 测试 展现 出 a(mn) 常 常 等 于 乘积 ol(m)o(n)， 经 过 进一步 分 析 后 ， 我 们 注意 到 当 m 
与 n 互 素 时 ， 这 似乎 成 立 ， 因 此 ，o 函数 服从 第 11 章 研究 的 由 函数 的 同样 的 乘法 公式， 我 
们 一 起 叙述 这 个 法 则 与 o(p*) 的 公式 . 
定理 15.3(er 函数 公式 ) (a) 如 果 b 是 素数 ， kzl, 则 


et 二 可 


o(p') =1+p+p + +p" = 


(了 ) 如 果 gcd(m，n) =1， 则 
四 oc(mn) = otm)o(n). 
正如 让 函数 一 一 样 ， 0 例如 
al(16072) = w(2 .7 .41) =:c(23) .or(72) .or(41) 
= (1+2 +2:)(1+7+4+7?)(1+41) =15 .57.42 = 35 910 


五 -1 


和 (800000) = o(2 .5°) = ( 邢 2 (于 


= 511 2 = 1 995 966. 
此 时 ， 你 可 能 期 望 我 说 明 如 何 证 明 o 函数 的 乘积 公式 ， 但 是 我 不 会 ! 现在 你 已 在 数论 
中 取得 足够 进步 ， 是 你 像 数 学 家 那样 开始 的 时 候 了 所以， 我 要 求 你 对 互 索 的 整数 mm 与 
n， 证明 公 式 o(mn) =o(m)o(n)， 如果 你 最 初 没 有 成 功 ， 别 泄气 ， 也 别 放弃 .我 给 你 的 建 
议 是 ， 当 你 设法 给 出 一 般 证 明之 前 ， 尝 试 发 现 公 式 成 立 的 原因 . 例如 ， 首 先 观 察 是 两 个 素数 
乘积 的 数 ， 比 如 21 =3 .7 与 65 =5. 13， 列 出 它们 的 因数 ， 这 能 使 你 证 明 当 p 与 9 是 不 同 索 
数 时 ，a (pg) =o(p)o(9)， 然后 尝试 有 两 个 或 三 个 因数 的 m 与 nm， 设法 观察 m 与 n 的 因数 


合 一 旦 你 决定 接受 ， 你 的 任务 就 是 证 明 er 函数 的 乘法 公式 .如 果 你 停止 努力 的 话 ， 我 们 将 不 得 不 否认 你 的 实际 能 
为 ， 视 你 好 运 1 
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怎样 搭配 以 得 到 mn 的 因数 . 如 果 你 能 够 准确 叙述 这 些 ， 则 应 该 能 证 明 og (mn) = 
o(m)o(n)， 切 记 需 要 使 用 m 与 n 互 素 的 事实 . 
0 函数 与 完全 数 如 何 联系 呢 ? 如果 nn 的 因数 ( 除 n 自身 外 ) 之 和 等 于 n, 则 数 n 是 完全 
数 . 函数 ol(n) 是 nn 的 因数 (包括 n) 之 和 ， 所 以 有 个 “额外 的 ”"n， 因 此 ， 当 go(n) =2n 时 , n 
恰好 是 完全 数 . 学 
下 面 证 明 偶 完 全 数 的 欧 拉 公 式 ， 为 了 方便 ， 我 们 将 定理 重 述 于 此 . 
定理 15. 4( 欧 拉 完全 数 定理 ) 如果 nn 是 偶 完全 数 ， 则 nn 是 
n = 2°1(2? - 1) 
形式 ,其 中 2 -1 是 梅森 素数 . 
证 明 假设 n 是 偶 完 全 数 ，n 是 偶数 说 明 可 将 它 分 解 成 
n=2im， 上 三 1 且 m 是 冤 数 . 
下 面 用 og 函数 公式 计算 o(n): 
o(n) = of(245m) 因为 n = 2*m,， 
0 (2) 0(m) 使 用 e 的 乘法 公式 与 事实 ged(2',m) = 1， 
= (25 -1)o(m) ”使 用 co(p*) 的 公式 . 
但 是 ,假设 是 完全 数 ， 这 指 的 是 o(n) =2n =2*''m， 所 以 得 到 e(n) 的 两 种 不 同 表示 ， 且 
它们 必 相 等 : 


2441m > 《人 a 1)o(m). 
显然 2'' -1 是 奇数 ， 且 (24 -1)z(m) 是 2 的 倍数 ， 所 以 24*! 必 整除 o(m)， 换 句 
话说 ， 存 在 数 c 使 得 ol(m) =2"*'c， 将 其 代入 前 面 的 等 式 得 
24m = (2 -1)o(m) = (2 -1)22”c， 
从 两 边 消去 2“*! 得 m=(2'*!' -1)c， 概 括 地 说 ,我 们 已 证 明 存 在 整数 。 使 得 
m= (2 -1l)c 与 og(m) =241c. 

接 下 来 通过 假设 <>1 并 推出 错误 结论 来 证 明 c=1， 假设 <c>1， 则 m = (2**' -1)c 被 不 
同 的 数 1，c，m 整除 ，( 注意 : 数 n 是 偶数 的 事实 说 明 k 二 1， 所 以 c 与 m 不同 . ) 当然 ,mm 也 
可 能 被 其 他 数 整除 ， 不 论 何 种 情况 ,可 求 得 4 

o(m)=1+c+m=14c+(2" -1)c=1 +2"e, 
然而 ， 我们 还 知道 go(m) =2**'c， 所 以 
po 
因此 01 是 荒 雇 的 ， 这 个 矛盾 表明 c 必 等 于 1， 即 . 
m = (2**! -1) 与 ogo(m) =2" =m+l. 

哪些 数 m 具有 性 质 o(m) =m+1? 显然 ， 是 其 因数 仅 为 1 与 m 的 数 ， 否则 它们 的 因数 
之 和 比较 大 .， 换 句 话 说 ， 当 m 是 素数 时 恰好 有 ol(m) =m +1.， 现在 我 们 已 经 证 明了 如 果 n 
是 偶 完全 数 ， 则 
i n =2(22 -1)，2*” -1 是 素数 . 

由 第 14 章 得 ， 如 果 2'*' -1 是 素数 ， 则 让 +1 本 身 必 是 素数 ， 即 上 +1 =p， 所 以 每 个 偶 完全 


2 第 15 章 


数 是 m=2?-!(27 -1)， 其 中 2? -1 是 梅森 素数 ， 这 就 完成 了 欧 拉 完 全 数 定理 的 证 明 . 口 
欧 拉 完全 数 定理 给 出 了 所 有 偶 完 全 数 的 漂亮 叙述 ， 但 没有 涉及 有 关 奇 完全 数 的 任何 东西 . 
问题 15. 5 ( 奇 完 全 数 难 题 ) ”存在 奇 完 全 数 吗 ? 、 
直到 今天 ， 虽然 一 直 没 有 间断 尝试 ,但 没有 人 发 现 奇 完 全 数 ， 很 多 数学 家 已 写 了 许多 研 

究 论 文 (在 最 近 50 年 有 50 多 篇 论文 ) 来 研究 这 一 问题 ， 且 目前 人 们 已 知道 不 存在 小 于 10” 

的 奇 完 全 数 . 然而 ， 还 没有 人 能 够 结论 性 地 证 明 奇 完全 数 不 存 在 ， 因 此 到 目前 为 止 ， 奇 完全 

数 像 是 诗 中 的 小 矮人 : 

昨 晓 我 在 楼 梯 上 这 到 ， 
一 个 从 不 在 那儿 的 小 敌人 . 
今天 再 没 出 现 过 . 
我 但 愿 他 真 的 消失 . 
一 一 无 名 氏 
如 果 用 小 整数 做 一 些 试验 ， 可 能 会 猜测 : 对 所 有 奇数 n， 都 有 oa(n) <2n， 如果 这 个 
猜测 成 立 ， 可 证 明 不 存在 奇 完 全 数 . 但 这 个 猜测 并 不 成 立 ， 它 的 第 一 个 反例 为 n=945 = 

3” .5 .7， 注 意 o(945) =1920.， 这 个 例子 告诫 我 们 即使 对 大 量 的 小 数值 进行 过 检验 ， 仍 未 

必 是 真理 .基于 数值 数据 提出 猜想 完全 可 行 ， 但 数学 家 坚持 要 求 严格 的 证 明 ， 因 为 这 样 的 数 

据 会 给 人 以 误导 . 

习题 

15.1 如 果 m 与 n 是 整数 且 gcd(m，n) =1, 证 明 g(mn) =o(m)oa(n). 

15.2 计算 下 述 er 函数 的 值 : 

(a)o(10) (b)o(20) (c)oa(1728) 
15.3 (a) 证 明 3 的 筷 次 不 可 能 是 完全 数 . 
(b) 更 一 般 地 ， 如 果 疡 是 奇 素 数 ， 证 明 宕 六 不 可 能 是 完全 数 ， 
(e) 证 明 形 如 3: 5; 的 数 不 可 能 是 完全 数 . 
(dd) 更 一 般 地 ， 如 果 p 是 大 于 3 的 奇 素数 ,证 明 告 3'p 不 可 能 是 完全 数 

(e) 再 更 一 般 地 ， 证 明 如 果 p 与 g 是 不 同 奇 素数 ， 则 形 如 p'g 的 数 不 可 能 是 完全 数 . 

15.4 证 明 形 如 3" .5" . 7" 的 数 不 可 能 是 完全 数 . 

15.5 ”完全 数 等 于 它 的 因数 ( 除 它 本 身 外 ) 之 和 ， 如 果 我 们 关注 的 是 乘积 而 不 是 和 ， 则 当 一 个 数 的 所 有 因数 

( 除 它 本 身 外 ) 之 积 等 于 原来 的 数 时 ， 便 称 这 个 数 为 积 完全 数 ， 例 如 ， 


m 因数 乘积 

6 1.2.3=6 积 完 全 数 
9 1.3=3 积 太 小 
12 1.2.3.4.6=144 积 太 大 
15 ~ 1.3:5=15 积 完全 数 


所 以 6 与 15 是 积 完全 数 ， 而 9 与 12 不 是 . 

(a) 列 出 2 与 50 间 的 所 有 积 完全 数 . 

(b) 馆 述 所 有 积 完全 数 ， 你 的 叙述 应 该 是 很 准确 的 ， 使 得 能 够 容易 解决 如 *35 710 是 积 完 全 数 吗 ?” 以 
及 “ 求 大 于 10 000 的 积 完 全 数 "这 样 的 问题 . 
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品 15.56 


15.7 


品 15.8 


(c) 证 明 (b) 中 的 叙述 是 正确 的 . 

(a) 编 写 程序 计算 rr(n).c(a) 是 于 的 所 有 因数 (包括 1 与 mn 本 身 ) 之 和 .通过 将 分 解 成 素数 乘积 来 
计算 co(n)， 而 不 是 直接 求 n 的 所 有 因数 再 将 它们 加 起 来 . 

(b) 如 果 ol(n) =2n， 则 希腊 人 称 为 完全 数 . 如 果 g(n) >2n， 则 称 n 为 过 剩 数 ， 如 果 g(n) <2n， 
则 称 n 为 不 足 数 ， 求 2 与 100 间 有 和 多少 个 n 是 完全 数 、 过 剩 数 与 不 足 数 ， 显 然 ， 完 全 数 很 少 ， 你 
,认为 哪 一 种 数 更 为 普遍 ， 是 过 剩 数 还 是 不 足 数 ? 扩展 你 的 表格 到 100 <n<200， 观 察 你 的 猜测 是 
否 仍 成 立 . 

如 果 m 的 真 因数 之 和 等 于 n， 而 n 的 真 因数 之 和 也 等 于 m(n 的 真 因数 是 不 包含 n 本 身 的 所 有 因数 )， 

则 希腊 人 称 两 个 数 m 与 n 是 亲 和 数 对 第 一 个 亲 和 数 对 ( 仅 这 一 对 (我 们 目前 所 知道 的 ) 是 古 希 腊 时 

期 发 现 的 ) 是 (220，284). 因为 

284 =1+2+4+5+10+11+20+22+44+55 +110 (220 的 因数 ) 
220 =1+2+4+71 +142 (284 的 因数 )， 

所 以 这 对 是 亲 和 数 . 

(a) 证 明 普 与 mn 是 亲 和 数 对 当 且 仅 当 za) 与 gr(m) 都 等 于 普 + 

(b) 验 证 下 述 每 一 对 构成 亲 和 数 对 . 

(220 ,284) ， (1184,1210), (2620 ,2924) ， (5020,5564), 〈6232 ,6368 ) ， 
(10 744 ,10 856) ，(〈12 285 ,14 595). 

(c) 有 一 种 产生 亲 和 数 对 的 法 则 ， 但 它 不 能 产生 所 有 亲 和 数 对 ，、 该 法 则 由 Abu-Hasan Thabit ben 
Korrah 于 大 约 19 世纪 首先 发 现 ， 后 来 被 其 他 人 再 次 发 现 , .其 中 包括 费 马 与 笛 卡 儿 ， 该 法 则 要 求 
观察 三 个 数 

pP=3.2… -ji， 

g=2p+1 =3.2:-1, 

r= (p+1)(g+1) -1=9.2* -1. 

如 果 p，q,r 都 是 奇 素数 ， 则 m =2'pg 与 n=2r 是 亲 和 数 对 .证 明 Thabit ben Korrah 方法 给 出 亲 
和 数 对 . 

(d)Thabit ben Korrah 方法 在 e=2 时 给 出 数 对 (220，284). 使 用 这 种 方法 求 第 二 对 亲 和 数 对 ， 如 果 能 
容易 地 用 计算 机 进行 因数 分 解 ， 尝 试用 Thabit ben Korrah 方法 求 其 他 亲 和 数 对 . 

设 

s(n) = o(n) -n =n 的 真 因数 之 和 ， 

即 s(n) 等 于 除 n 本身 外 nn 的 所 有 因数 之 和 ， 如 果 s(n) =n， 则 nn 是 完全 数 . 因 此， 如果 s(m) =n 
与 ;(n) =m， 则 (m,n) 是 亲 和 数 对 ， 更 一 般 地 ， 一 列 数 n,，n,，…，n, 称 为 (1 阶 ) 友 好 数列 ， 如 果 
sR) = masna) = ny, ,sR = n,n) = i. 

(这 种 数列 的 旧名 字 叫 循环 图 . ) 例如， 数列 

14316, 19116, 31704, 47616, 83 328， 177 792， 295 488, 629 072， 589 786， 294 896， 358 336, 

418 904， 366556, 274 924， 275 444， 243760, 376 736， 381 028, 285 778， 152 990， 122 410， 

97946, 48976, 45946, 22976，22744，19916，17716 

是 28 阶 友好 数列 . 

(a) 存 在 包含 小 于 16 000 的 其 他 友好 数列 ， 它 是 5 阶 的 ， 求 这 5 个 数 . 

(b) 直 到 1970 年 ， 仅 知道 的 至 少 3 阶 的 友好 数列 是 5 阶 的 与 28 阶 的 .下 一 个 这 样 的 数列 是 4 阶 的 ， 
其 中 最 小 数 大 于 1000 000， 求 这 个 数列 . 

(ce) 求 9 阶 友好 数列 ， 其 中 最 小 数 大 于 800 000 000、 这 是 仅 知 的 9 阶 的 例子 ， 

(d) 求 6 阶 友好 数列 ， 其 中 最 小 数 大 于 90 000 000 000. 有 两 个 已 知 的 6 阶 的 例子 ， 这 是 较 小 的 . 
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第 16 章 壤 模 m 与 逐次 平方 法 


如 何 计 算 
SN (mod 12 830 603) 
呢 ? 如果 1 280 603 是 素数 ， 你 会 设法 使 用 费 马 小 定理 (第 9 章 )， 即 使 不 是 素数 ， 也 可 以 利 
用 欧 拉 公式 (第 10 章 )， 事 实 上 ， 结 果 是 12 830 603 =3571 . 3593 与 ' 
$(12 830 603) = $(3571)$(3593) = 3570 . 3592 = 12 823 440. 
欧 拉 公 式 告 诉 我 们 ， 对 任何 4 与 m,，gcd(a, m) =1， 则 
am) = 1(mod m). 
所 以 可 利用 事实 
100 000 000 000 000 = 7 798 219 . 12 823 440 + 6 546 640 
来 “简化 "我 们 的 问题 : 
O00 000 .000 000 三 人 和 A tt 
= 5 %( mod 12 830 603). 
现在 “只 " 需 计 算 5 的 6546 640 次 寡 ， 然 后 用 模 12 930 603 进行 简化 . 不 幸 的 是 ， 数 5%%% 
有 400 多 万 位 数 ， 即 使 用 计算 机 计算 也 是 很 困难 的 .后 面 要 对 有 数 百 位 数 的 a, 上 与 m 计算 
a*(mod m) ， 在 这 种 情况 下 ，a" 的 位 数 比 已 知 宇宙 的 亚 原子 粒子 个 数 还 多 ! 我 们 需要 寻找 更 
好 的 方法 . 

你 也 许 会 问 为 什么 人 们 要 计算 这 么 大 的 寡 ， 进行 大 数 计算 除了 自身 的 兴趣 (如 果 有 的 
话 ) 外 ， 还 有 很 实用 的 理由 .正如 我 们 在 后 面 将 看 到 的 ， 可 以 使 用 a*(mod m) 的 计算 来 加 密 
和 解密 信息 ， 足 以 令 人 惊讶 的 是 ， 产 生 的 密码 使 得 用 目前 所 知 最 先进 的 破译 密码 技术 也 不 能 
破译 . 因此， 我 们 使 用 本 章 剩 余 篇 幅 ， 讨 论 如 何 计 算 模 m 的 高 次 索 与 高 次 根 . 然后 在 第 18 
章 ， 解 释 如 何 使 用 这 种 计算 创建 “不 可 破 " 密 码 . 

用 来 计算 a'( mod 严 ) 的 一 个 巧妙 想法 叫做 逐次 平方 法 ， 在 级 述 一 般 方法 之 前 ， 我 们 
计算 

7 (mod 853) 

来 说 明 这 种 思想 .第 一 步 创建 表格 ,给 出 7，7?，7”, 7"，7*，… 三 (mod 853) 的 值 ， 注 意 
到 要 得 到 表 中 的 每 个 项 ， 我 们 仅仅 需要 平方 前 面 的 数 ， 进 而 ， 由 于 在 平方 前 总 是 模 853 进行 
简化 ， 所 以 从 未 使 数 大 于 853*.， 下面 是 7”(mod 853 ) 的 列表 . 

7!= 7 = 7(mod 853) 

7?= (7')* = 7 =49 = 49(mod 853) 

7’= (7’)’ = 49’ = 2401 = 695 (mod 853) 

7’= (7 ) = 695* = 483025 = 227( mod 853) 


”小 学 四 年 级 的 问题 : 为 什么 数学 家 要 做 大 数 乘法 呢 ? 
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7“= (7°)? = 227’ = 51 529 = 349(mod 853) 
7*= (7")? = 349’ 121 801 = 675(mod 853) 
= (7*)* = 675? = 455 625 = 123 (mod 853) 
173= (7")? = 123 = 15 129 = 628(mod 853). 
= (7')’ = 628’ = 394 384 = 298( mod 853) 
下 一 步 ， Ce 327 表 成 2 的 窒 次 和 .这 种 表示 叫做 327 的 二 进 制 展 开 . 小 于 327 的 2 
的 最 大 次 宕 是 2” =256， 所 以 表 成 327 =256 +71， 则 小 于 71 的 2 的 最 大 次 智 是 2 = 64， 于 是 
327 =256 + 64 +7， 等 等 . 
327 = 256 +71 = 256 +64+7 =256 +64+4+3 =256 +64+4+2+1. 
现在 使 用 327 的 二 进 制 展开 式 计算 
TY = 7 = 7 7 7 7 = 298 :123 :695 . 49 .7(mod 853). 
上 一 行 数 取 自 我 们 前 面 计算 的 7 的 寡 次 表 ， 
要 完成 7”(mod 853 ) 的 计算 ， 我 们 只 需要 乘 这 5 个 数 298 . 123 .695 . 49 . 7， 然 后 用 
模 853 进行 简化 、 如 果 所 有 5 个 数 的 乘积 对 我 们 的 尝试 太 大 ， 则 可 以 乘 前 两 个 数 ， 用 模 853 
简化 ， 再 与 第 三 个 数 相 乘 ， 再 用 模 853 简化 ， 人 按照 这 种 方式 ， 我 们 从 不 需要 对 任何 大 
于 853? 的 数 进行 计算 ， 因 此 
298 . 123 . 695 .49 .7 = 828 .695 .49.7=538 .49.7=772.7 = 286(mod 853 ). 
计算 完成 ! 


7 = 286 (mod 853) 
这 似乎 有 大 量 的 计算 ， 但 是 ， 假 设 换 成 直接 计算 7”” (mod 853) : 首先 计算 7”， 然 后 除 
以 853 并 取 余数 ， 用 小 型 计算 机 能 做 此 项 工作 ,我 们 有 


7 = 22 236 123 868 955 180 582.. “32 584 937 995 509 879 543 
省 略 237 位 数 


= 286(mod 853 ) ， 

正如 你 可 看 到 的 ， 这 个 数 相当 大 ， 当 有 (比如 说 )20 位 时 ， 则 准确 计算 a 是 完全 不 可 行 
的 ， 当 上 有 成 百 上 千 位 (构造 安全 密码 所 需要 的 ) 时 ， 就 更 不 可 能 了 . 

另 一 方面 ， 即 使 二 有 成 百 上 千 位 ， 也 可 用 逐次 平方 法 来 计算 a*( mod m) ， 因 为 对 该 方法 
的 仔细 分 析 表 明 要 用 大 约 log, (及 步 来 计算 a*( mod m).， 我 们 在 此 不 进行 这 种 分 析 ， 但 观察 
到 log,(k) 大约 是 上 的 位 数 的 3.322 售 ， 所 以 如 果 上 有 (比如 说 )1000 位 ， 则 使 用 大 约 3322 步 
来 计算 a*(mod m)， 公 认 地 ,手工 计算 需要 许多 步 ， 但 是 即使 在 小 型 台式 计算 机 上 也 是 瞬间 
工夫 的 事情 .从 时 间 上 看 ,我 的 高 级 计算 机 (为 技术 需要 ，1500 兆赫 奔腾 芯片 ) 运 用 逐次 平 
方法 计算 
7 = 787(mod 853)， 用 时 0.36 秒 ， 

7 303(mod 853)， 用 时 4.48 秒 . .， : 

下 面 叙 述 用 逐次 平方 法 计算 窜 的 一 般 方法 . 
算法 16. 1 (逐次 平方 计算 a*(mod m)) 用 下 述 步 又 计算 a*(mod m) 的 值 : 
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1. 将 上 表 成 2 的 突 次 和 : 
k=u +u 2+ 2 +u"2 + +u,*2’, 
其 中 每 个 4 是 0 或 1 (这 种 表示 式 叫 做 上 的 二 进 制 展 开 . ) 
2. 使 用 逐次 平方 法 制作 模 见 的 a 的 轿 次 表 . 
a!'= A(mod m) 
a’=. (a')*=A:=A,(modm) 
a'= (a)’=A=A,(modm) 


a'= (a)’= /A= A,(modm) 


a’= (a” )’= A,= A,(mod m) 
注意 要 计算 表 的 每 一 行 ， 仅 需要 取 前 一 行 最 末 的 数 ， 平方 它 然 后 用 模 m 简化， 也 注意 到 表 
有 r+l1 行 ,其 中 r 是 第 1 步 中 上 的 二 进 制 展开 式 中 2 的 最 高 指数 . 
3. 乘积 
400 * Ai' * 42 A’(mod m) 
同 余 于 a*(mod m)， 注 意 到 所 有 u 是 0 或 1， 因 此 这 个 数 实际 上 是 ui 等 于 1 的 那些 4, 的 
乘积 . 
证 明 该 算法 为 什么 可 行 呢 ? 我 们 计算 
a* a PD A Br*27 使 用 第 一 步 5 

到 a” 人 (a )”! 本 (a” )*... (ae2 )™ 

= A 40 * A A (mod m) 使 用 第 二 步 的 表 . 口 

如 前 所 述 ， 计 算 大 短 a*( 模 m) 在 构造 安全 密码 中 有 实际 用 途 ， 为 了 构造 密码 必须 求 一 
些 大 素数 ， 比 如 说 100 位 与 200 位 之 间 的 素数 . 这 就 出 现 如 何 检 查 已 知 数 m 是 否 为 素数 的 问 
题 ， 可 靠 但 低 效 率 的 方法 是 试 着 用 不 超过 wm 的 每 个 数 去 除 ， 查 看 能 否 找到 因数 ， 如 果 没 有 
找到 ， 则 m 是 素数 ， 不 幸 的 是 ， 这 种 方法 对 相当 大 的 m 不 实用 . 

使 用 逐次 平方 法 与 费 马 小 定理 (第 9 章 ) ， 无 需求 任何 因数 ， 我 们 通常 就 可 证 明 数 m 是 
合 数 ! 下 面 是 其 原理 ， 取 小 于 mm 的 数 c， 首先 计算 gcd(a，m).， 如 果 大 于 1， 则 已 找到 m 的 
一 个 因数 ， 所 以 m 是 合 数 ,证 明 完 成 ， 另 一 方面 ， 如 果 ged(a，m) =1， 则 使 用 逐次 平方 法 
计算 

an (mod m). 
费 马 小 定理 表明 如 果 m 是 素数 ， 则 答案 是 1; 如 果 管 案 不 是 1， 则 实际 上 无 需求 任何 因数 就 
得 到 m 是 合 数 . 
下 面 是 一 个 例子 .使 用 逐次 平方 法 计算 
2 56708326 = 280 196 559 097 287( mod 283 976 710 803 263 ) ， 
所 以 得 到 283 976 710 803 263 肯定 不 是 素数 ， 事 实 上 ， 其 素数 分 解 是 
283 976 710 803 263 = 104 623 . 90 437 . 30 013. 
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下 面 考虑 m =630 249 099 481， 用 逐次 平方 法 求 得 

2 480 = 1(mod 630 249 099 481) 
与 

3 二 1(mod 630 249 099 481 ). 
这 说 明 630 249 099 481 是 素数 吗 ? 未 必 是 ， 但 肯定 能 判断 ， 如 果 检 查 a =5, 7，11 时 的 a" 
(mod m) ， 再 次 得 到 1( 我 们 所 达到 的 ) ， 则 甚至 更 确信 630 249 099 481 是 素数 ， 按 照 这 种 方 
式 使 用 费 马 小 定理 ， 不 可 能 结论 性 地 证 明 一 个 数 是 素数 ; 但 是 如 果 对 许多 a 有 a"-! = 
1( mod m), 则 我 们 肯定 怀疑 m 是 素数 ， 这 就 是 用 费 马 小 定理 和 逐次 平方 法 证 明 一 些 数 是 合 
数 而 另 一 些 数 是 素数 的 原理 .不 幸 的 是 ， 的 确 存 在 合 数 m 使 得 对 所 有 a, gcd(a, m) =1， 
a”!' 三 1(mod m)， 这 样 的 m 被 称 为 卡 米 黑 尔 数 ， 在 习题 10.3 中 已 证 明 最 小 的 卡 米 软 尔 数 是 
561， 我 们 在 第 19 章 将 进一步 研究 卡 米 网 尔 数 及 其 性 质 . 


习题 


16.1 使 用 逐次 平方 法 计算 下 述 宕 . 
(a)5" (mod 23) {b)28"” (mod 1147) 
品 16.2 本 章 讲述 的 逐次 平方 法 可 以 相当 有 效 地 计算 a'(mod m) ,但 是 ， 它 确实 包含 创建 模 m 的 a 的 曙 次 的 
”表格 . 
(a) 证 明 下 述 算法 也 可 计算 o (mod m) 的 值 ， 该 算法 是 进行 逐次 平方 的 更 有 效 的 方法 ， 非 常 适合 在 计 
算 机 上 进行 . 
(1) 置 b=1 
(2) 当 k=1 时 ， 循 环 
(3) 如 果 上 是 奇数 ， 则 置 b= a b(mod my) 
(4) 置 a=a’:(mod m) 
(5) 置 k=k/2( 如 果 上 是 奇数 ， 转 下 ) 
(6) 结束 循环 
(7) 转 到 5 的 值 (4 等 于 a*(mod m)) 


(b) 使 用 你 选取 的 计算 机 语言 ， 在 计算 机 上 完成 上 述 算法 程序 . 
(c) 使 用 你 的 程序 计算 下 述 值 : 
(D2™ (mod 2379) (ii)56724(mod 4321) (i)473*%( mod 1 315 171). 
16.3 (a) 用 逐次 平方 法 计算 7” (mod 7387)，7387 是 素数 吗 ? 
(b) 用 逐次 平方 法 计算 7””( mod 7393)，7393 是 素数 吗 ? 


吕 16.4 编写 程序 验证 是 合 数 还 是 可 能 素数 ， 选 取 2 与 4-1 间 的 10 个 随机 数 a/，a,，…，ais， 对 每 个 a 


计算 a" (mod n)， 对 任何 a,， 如 果 af 关 1(mod n) ， 转 到 信息 “n 是 合 数 "， 对 所 有 a;， 如 果 a*-! = 
1( mod nr) ， 转 到 信息 “n 是 可 能 素数 ”. 
将 这 个 程序 合并 到 因数 分 解 程序 (习题 7.6) ， 构 成 验证 大 数 是 素数 的 方法 . 

16.5 用 逐次 平方 法 计算 2”(mod 9991) ， 再 用 你 的 答案 解释 是 否 确信 9991 是 察 数 . 
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第 17 章 计算 模 m 的 k 次 根 


前 一 章 学 习 了 当 上 与 m 很 大 时 ， 如 何 计算 模 m 的 大 次 寡 ， 现 在 从 反方 向 推进 ， 试 着 计 

算 模 m 的 上 次 根 . 换 句 话说 ， 要 求 由 已 知 数 5 来 求 同 余 式 
x 三 b(mod m) 

的 解 。 我们 可 尝试 代入 x*=0，1，2，… 直 到 求 得 解 ， 但 如 果 m 很 大 ， 可 能 耗费 很 长 时 间 . 
已 经 证 实 ， 如 果 已 知 $(m) 的 值 则 可 相当 容易 地 计算 5b 模 m 的 次 根 ， 通 常 , 我 们 先 用 例子 
来 说 明 求 解 的 方法 . 

要 解 同 余 式 

3 = 758(mod 1073 ). 

第 一 步 计算 g(1073)， 将 1073 分 解 成 素数 的 乘积 后 ， 可 使 用 第 11 章 由 的 公式 来 进行 . 这 是 
很 容易 做 的 : 1073 =29 . 37， 所 以 (1073) = 中 (29) 中 (37) =28 :36 = 1008. 

下 一 步 求 方程 

ku -gg(m)v = 1， 即 求 方 程 131u - 1008v = 1 
的 ( 正 ) 整 数 解 ， 我 们 已 知 解 存在 ， 因 为 本 例 中 ，gcd(k，g(m)) =gcd(131，, 1008) =1, 第 6 
章 叙 述 的 方法 使 我 们 求 得 解 w=731 与 v=95. (实际 上 ， 第 6 章 的 方法 给 出 解 
31.(-277) +1008 .36 = 1. 
要 得 到 与 w 的 正 整数 值 ， 我 们 修正 这 个 解 ， 
uw = -277 +1008 =731, v=~-36+131 = 95.)， 

方程 
131.731 -1008.95 = 1 
给 出 了 解 原 问 题 的 关键 . 

取 x"”"， 将 它 4 次 方 ， 即 731 次 方 ， 注 意 

(x ) 2 = wl = 9S = %。 (x 
但 是 1008 = 由 (1073) ， 欧 拉 公 式 ( 第 10 章 ) 告 诉 我 们 # 4 
xi = 1(mod 1073). 
这 意味 着 (x”) =x(mod 1073).， 所 以 ， 如 果 将 同 余 式 x2 =758( mod 1073) 两 边 731 次 方 ， 
则 得 
x 三 (x om = 7583 (mod 1073 ). 

下 面 ， 仅 需要 使 用 逐次 平方 法 (第 16 章 ) 计 算数 758” (mod 1073 ) ， 得 到 答案 Rnd 
1073). 最 后 ， 作 为 验证 ， 可 用 逐次 平方 法 来 证 明 905” 确 实 与 758(mod 1073 ) 同 余 . 

下 面 则 是 计算 模 m 的 根 的 一 般 方法 . 

算法 17.1{ 计 算 模 m 的 上 次 根 原 理 ) 设 b, 尼 与 m 是 已 知 整数 ,满足 

gcd(b,m) =1 与 gcd(k,$b(m)) =1. 

下 述 步骤 给 出 同 余 式 
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x* 三 b(mod m) 
的 解 . 
1. 计算 b(m)，( 见 第 11 章 . ) 
2. 求 满足 ku-g(m)v=1 的 正 整 数 卫 与 六 ( 见 第 6 章 ， 另 一 种 叙述 方法 是 到 为 满足 
ku 三 1(mod 由 (m) ) 的 正 整 数 ， 所 以 实际 上 是 k(mod 由 (mm) ) 的 逆 . ) 
3. 用 逐次 平方 法 计算 如 (mod m)，( 见 第 16 章 . ) 所 得 值 给 出 解 x. 
为 什么 可 行 呢 ?我 们 需要 证 明 %=6" 是 同 余 式 x:=b( mod m) 的 解 . 


«= (6") 将 x = 名 代入 党， 
= b* 
= bitim)s | 由 第 2 步 的 ku -$b(m)v = 1， 
= (b*™)° 
= b(mod m) 由 欧 拉 公式 (第 10 章 )b*” = 1(mod m). 
这 就 完成 了 x=b 是 同 余 式 洲 =b( mod m) 所 求解 的 证 明 . 


即使 对 很 大 的 数 上 与 m， 第 16 章 的 逐次 平方 法 也 是 计算 寡 a* (mod m) 的 完全 实用 的 方 
法 . 求 模 m 的 上 次 根 的 方法 常常 有 效 吗 ? 换 句 话说 ， 解 x* 三 b( mod m) 实 际 上 困难 吗 ? 我 们 
倒 过 来 观察 这 三 个 步骤 .第 3 步 讲述 用 逐次 平方 法 计算 *(mod m) ， 所 以 不 会 引起 问题 . 第 
2 步 要 求解 hu -中 (m)v =1， 即 使 对 大 数值 的 上 与 $(m)， 第 6 章 讲述 的 解 这 种 方程 的 方法 也 
是 相当 奏效 的 ， 因 为 这 种 方法 基于 欧 几 里 得 算法 . 

最 后 ， 我 们 观察 第 1 步 一 一 求 6(m) 的 值 ， 如 果 已 知 m 分 解 成 素数 ， 则 使 用 第 11 章 的 
公式 很 容易 计算 出 $(m).， 然而 ， 如 果 m 很 大 ， 则 分 解 m( 如 果 可 能 的 话 ) 是 极其 困难 的 . 
例如 ,假设 要 求解 同 余 式 

x 0 = 34781(mod 27 040 397). 
如 果 没 有 计算 机 ， 可 能 要 花费 许多 时 间 将 27 040 397 分 解 成 两 个 素数 乘积 27 040 397 = 
4409 . 6133 ， 所 以 
中 (27 040 397) = 4408 . 6132 = 27 029 856. 
如 果 计 算 了 由 (mm) ， 可 进行 第 2 步 : 
3 968 039 . 17 881 559 - 27 029 856 . 2 625 050 = 1 ， 
然后 进行 第 3 步 : 
x = 34781""! = 22 929 826(mod 27 040 397 ) ， 
就 求 得 解 . 

下 面 ， 想 象 一 下 不 选取 仅 8 位 数 的 m， 而 是 取 两 个 素数 p 与 4， 每 个 都 有 100 位 数 ， 并 
置 m=pg， 则 解 **=4b(mod m) 对 你 来 说 实际 上 是 不 可 能 的 ， 除 非 告 诉 你 p 与 4 的 数值 ， 因 为 
如 果 不 知道 p 与 q 的 值 ， 则 不 可 能 求 出 $(m) 的 值 . 

总 之 ， 如 果 能 够 计算 $(m) 的话 ， 本 章 讲述 了 解 

x =b(mod m) 


的 实用 而 有 效 的 方法 ， 不 幸 的 是 ， 如 果 不 能 计算 $(m) ， 则 该 方法 不 能 进行 , 但是， 恰恰 是 
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这 种 "弱点 "在 下 一 章 被 用 来 构造 极其 安全 的 密码 体制 . 
习题 


17.1 解 同 余 式 x*”=452(mod 1147)， (提示 : 1147 不 是 素数 . ) 
17.2 (a) 解 同 余 式 x" =347( mod 463). 
(b) 解 同 余 式 x* 二 139( mod 588). 
17.3 ”在 本 章 我 们 讲述 了 如 何 计算 5 模 m 的 次 根 , 但 是 ， 你 可 能 会 自问 是 否 5 有 多 于 一 个 的 上 次 根 ， 的 
确 可 能 ! 例如 ， 如 果 a 是 58 模 m 的 平方 根 ， 则 显然 -a 也 是 5 模 m 的 平方 根 . 
(a) 设 b, 上 与 m 是 整数 ,满足 
gcd(b,m) =1 与 gcd(k,$(m)) = 1. 
证 明 5 恰好 有 一 个 模 m 的 上 次 根 . 
(b) 假 设 换 成 gcd(k，g(m)) >1. 证 明 b 没 有 模 m 的 k 次 根 , 或 者 b 至 少 有 两 个 模 m 的 大 次 根 . (这 
是 目前 资料 中 涉及 的 困难 问题 . ) 
(c) 如 果 m =p 是 察 数 ， 观 察 例子 ， 试 求 6 模 p 的 上 次 根 的 个 数 的 公式 (假设 至 少 有 一 个 根 ). 
17.4 求解 x* 二 b(mod m) 的 方法 : 首先 求 满足 hu -中 (m)v=1 的 整数 4 与 v,. 然后 可 知 解 为 x=b*(mod m). 
然而 ， 我 们 仅 证 明 如 果 gcd(5，m) =1， 则 方法 可 行 ， 因 为 可 使 用 欧 拉 公式 6*" 三 1 (mod m). 
(a) 如 果 m 是 不 同 素 数 的 乘积 ,证 明 即 使 ged(b，m) >1， x 三 4b*(mod:m) 也 总 是 x 三 b{mod.m) 的 解 . 
(b) 证 明 我 们 的 方法 对 同 余 式 x’ ==6( mod 9) 不 可 行 . 
115| 17.5 (a) 试 用 本 章 的 方法 计算 23 模 1279 的 平方 根 、( 数 1279 是 素数 . ) 为 什么 会 出 错 呢 ? 
(b) 一 般 地 ， 如 果 p 是 奇 察 数 ， 解 释 为 什么 本 章 的 方法 不 能 用 来 求 模 p 的 平方 根 .、 我 们 将 在 下 一 章 研 
究 模 p 的 平方 根 间 题 . 
(c) 更 一 般 地 ， 如 果 gcd(k，$(m) ) 大 于 1， 解释 为 什么 计算 模 m 的 次 根 方法 不 可 行 . 
[6 吕 17.6 编写 求解 x*=b(mod m) 的 程序 ， 为 用 户 提供 用 来 计算 $(m) 的 因数 分 解 m 的 选择 . 
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在 前 两 章 ， 我 们 学 习 了 如 何 计算 极 大 数 模 m 的 寡 和 根 . 简 而 言 之 , 对 a, 有 与 m 的 任 
何 值 ， 如 果 我 们 能 计算 $(m) ， 以 及 知道 如 何 解 六 =5(modm)， 我 们 就 知道 了 如 何 计算 
a*( mod m)， 这 是 我 们 对 信息 进行 加 密 和 解密 ?的 基本 思想 . 

4 对 信息 加 密 的 第 一 步 是 将 信息 转换 成 数 串 ， 我 们 用 最 简单 可 行 的 方法 进行 这 项 工作 ， 设 
4=11, B=12,.…，2Z=36. 下 面 是 便于 使 用 的 表格 : 


TT 
ET ON EO ON EN WE 7 


ER | | | 
例如 ， 信 息 “To be or not to be” 恋 成 
1 和 0 EE RN TT OB 'E 
30 25 12 15 25 28 24 25 30 30 25 12 15 
所 以 ,我 们 的 信息 是 数 串 30 251 215 252 824 253 030 251 215.， 当然 ， 在 某 种 意义 上 ， 现 在 信 


息 已 被 加 密 ， 因 为 这 种 数 串 适 合 将 信息 隐 项 起 来 ， 但 是 ， 即 使 一 个 业余 密码 爱好 者 也 能 够 在 
几 分 钟 里 破译 这 种 简单 的 密码 3. 


下 面 ， 我 们 准备 解释 加 密 与 解密 过 程 的 关键 . 首先 ， 选 取 两 个 (大 ) 素 数 p 与 9. 本 
来 ， 将 它们 相 蒋 得 到 模 m = pg， 也 可 计算 
中 mm) = 中 (p) 由 (9q) = (p -1)(g -1), 
选取 与 g(m) 互 素 的 整数 k 现在 我 们 向 全 世界 公开 数 m 与 ,但 是 ， 对 p 与 4 的 值 保密 . 
要 给 我 们 发 送信 息 的 任何 人 使 用 m 与 * 值 ， 并 按 下 述 方法 对 信息 加 密 . 


马 ”从 技术 上 讲 ， 我 们 在 本 章 所 讲述 的 是 密码 ， 而 不 是 代码 ， 实 际 上 是 在 对 信息 进行 加 密 与 解密 历史 上， 码 这 
个 单词 涉及 用 单个 符号 或 数 代替 完整 字 词 的 方法 ， 而 密码 用 个 别 字母 作为 基本 单位 最近， 字 码 还 有 另 一 层 
的 数学 含义 ， 为 便于 叙述 ， 我 们 不 区 分 代码 与 密码 这 两 个 术语 . 

所 ”我 们 可 指定 一 个 数 (如 99) 来 表示 空格 ， 甚 至 能 够 指定 一 些 数 来 表示 各 种 标点 符号 但是， 为 简单 起 见 ， 我 们 
忽略 这 些 细节 ， 仅 用 挤 在 一 起 的 字母 来 表达 我 们 的 信息 . 
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首先 ， 他 们 将 信息 转换 成 如 上 所 述 的 数 串 ， 其 次 ， 他 们 观察 数 m 并 将 数 串 分 段 成 小 于 
m 的 数 . 例 如， 如 果 m 是 一 个 百 万 级 的 数 ， 他 们 将 信息 写成 6 位 数 的 表 ， 于是， 他 们 的 信 
息 是 数 a,，a,，…，a, 的 表 ， 下 一 步 ， 使 用 逐次 平方 法 计算 a (modm) ，a (modmm) ，…， 
a (mod m)， 这 些 值 构 成 数 .46,，b,，…,b, 的 新 表 ， 这 个 表 是 加 密 的 信息 ， 换 句 话 说 ， 发 送 
给 我 们 的 信息 是 数 5, ，b,，… ,6b, 的 表 . | 
当 我 们 接收 到 这 些 信息 后 ， 怎 么 解密 呢 ? 已 发 给 我 们 的 数 b,，58,，…，b,， 需 要 恢复 成 数 
al，4;，"…, 4,， 每 个 b, 同 余 于 ai'(mod m)， 所 以 要 求 a,， 需要 解 同 余 式 x* 三 b,(mod m). 
这 恰好 是 前 一 章 已 解决 的 问题 ， 假 设 能 够 计算 $(m)， 但 是 ， 我们 已 知 p 与 g 的 值 且 m =pg， 
因此 容易 计算 
$m) = 由 (p) 四 (9) = (p -1)(g-1)=pg-p-49+1=m-p-g+1. 
现在 正 需要 应 用 第 17 章 的 方法 解 每 个 同 余 式 x'=b,(mod m)， 解 是 数 cl ，a ，…，a,， 则 容 
易 得 到 这 个 数 串 并 恢复 原来 的 信息 . 
下 面 说 明 素 数 p =12553 与 4 =13 007 的 加 密 和 解密 过 程 ， 将 它们 乘 起 来 得 模 mm = pg = 
163 276 871 , 上 且 为 了 便于 今后 使 用 ， 得 出 
glm) = (p~1)(g -1) = 163251 312. 
我 们 还 需要 选取 与 $(m) 互 肆 的 上 因此 取 上 =79 921， 总 之 ,我 们 已 选取 
p=12553, g = 13007, m =pg = 163276871, kk = 79 921. 
现在 ,假设 要 发 送信 息 “To be or not to be”". 如 前 所 述 ， 这 个 信息 变 成 数 串 
30 251 215 252 824 253 030 251 215. 
数 m 是 9 位 数 ， 所 以 将 信息 分 成 8 位 数 段 : 
30251215, 25 282425, 30 302 512 ， 15. 
下 面 ， 使 用 逐次 平方 法 得 到 每 个 数 模 m 的 天 次 宕 : . 
30 251 215”*?!= 149 419 241 (mod 163 276 871) 
25 282 425 ?5 = 62 721 998 (mod 163 276 871) 
30 302 512”” = 118 084 566 (mod 163 276 871) 
153”! = 40 481 382 (mod 163 276 871) 
已 加 密 信息 是 数 表  “ 
， 149 419 241， 62 721 998, 118 084 566, .40 481 382. 
现在 ,我 们 设法 解密 新 信息 ， 午 夜 后 有 人 项 你 的 门 ， 神 秘 信 使 送 来 下 述 密 电 : 
145 387 828, 47 164 891， 152020614, 27279275, 353 56 191. 
毫 不 犹 殉 地 ， 你 急忙 取出 便携 式 数论 解码 本 开始 工作 起 来 ， 一 次 一 个 数 ， 你 使 用 第 17 章 的 
方法 解 同 余 式 : : 


ll 


xz = 145387 828(mod 163 276 871) = «= 30182523 
x =47164891(mod 163276871) = *= 26 292 524 
x*"" = 152 020 614(mod 163 276 871) = *= 19291924 
xz =27279275(mod 163 276871) = *= 30282531 
x =35356191(mod 163276871) = *=122215 
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这 就 给 出 数 串 
30 182 523 262 925 241 929 192 430 282 531 122 215 ， 
于 是 ， 你 使 用 最 终 解密 步骤 的 数字 -字母 替换 表 . 

30 18 25 23 26 29 25 24 19 29 19 24 30 28 25 31 12 22 15 

T H 0O M PS ON I SS I N TT R 0 U B L E 
于 是 ， 你 读 到 

“Thompson is in trouble” (汤姆 森 被 捕 )， 
然后 你 出 去 准备 营救 他 . 

这 种 加 密 方案 安全 吗 ? 假设 你 截获 一 条 信息 ,已 知 是 用 模 m 与 指数 加 密 的 .对 你 来 
说 ， 破 译 密 码 读 出 信息 有 多 难 呢 ? 目前 ， 解 密 的 唯一 方法 是 寻找 $(m) 的 值 ， 然 后 使 用 刚才 
叙述 的 解密 过 程 ， 如 果 m 是 两 个 素数 p 与 g 的 乘积 ， 则 : 

中 (mm) = (p-1)(g-1)=pg-p-q9+1l=m-p-g+l. 
由 于 你 已 知 m 的 值 ， 只 需求 p +g 的 值 ， 但 是 ， 如 果 能 求 出 p+g， 则 也 可 确定 p 与 9， 因 为 
它们 是 二 次 方程 
YX-(p+g)X+m=0 
的 根 . 所 以 ,为 了 解密 截获 的 信息 ， 你 必须 寻找 m 的 因数 p 与 4. 

如 果 m 不 太 大 ， 比 如 说 是 5 位 或 10 位 数 ， 则 计算 机 几乎 马上 就 可 求 得 因数 ， 使 用 数论 
中 更 高 级 的 方法 ， 数 学 家 发 明了 分 解 更 大 数 的 技术 ， 比 如 说 50 到 100 位 数 ， 如 果 你 取 的 是 
小 于 50 位 数 的 素数 与 4， 你 的 密码 会 不 安全 ， 然 而 ， 如 果 你 取 的 素数 (比如 说 ) 是 100 位 ， 
则 目前 没有 人 能 够 解密 你 的 信息 ， 除 非 你 向 他 们 公开 与 9 的 值 . 当然 ， 未 来 的 数学 发 展 能 
够 使 人 们 分 解 200 位 数 ， 但是， 你 仅 需要 取 200 位 的 素数 p 与 9，400 位 数 模 m 将 再 次 使 你 
的 信息 安全 ， 因此， 下 面 的 加 密 方案 的 思想 是 很 简单 的 一 种 : 容易 将 两 个 大 数 乘 起 来 ， 但 
是 ,很 难 将 大 数 分 解 因数 . 

本 章 讲 述 的 密码 学 方法 称 为 公 钥 密码 体制 ， 这 个 名 称 反映 了 以 下 事实 : 由 模 m 与 指数 
组 成 的 加 密 密 钥 可 公布 于 众 ， 而 解密 方法 是 安全 的 ， 这 种 思想 是 Whitfield Diffie 与 Matin 
Hellman 于 1976 年 提出 的 ， 人 们 能 够 得 到 密码 ， 但 不 能 解密 信息 .Diffie 与 Heliman 给 出 了 
这 种 公 钥 密码 体制 工作 原理 的 叙述 ， 次 年 ，Ron Rivest、Adi Shamir 与 Leonard Adleman 给 出 
了 一 种 实用 的 公 钥 密码 体制 我 们 在 本 章 叙 述 的 思想 称 为 RSA 公 铀 密码 体制 ， 以 纪念 这 三 
位 发 明 者 . 


习题 


18.1 解密 用 模 m=7081 与 指数 上 = 1789 发 送 的 下 述 信息 (注意 首先 需要 将 m 分 解 因数 ) : 
5192 ， 2604， 4222 
18.2 如果 你 不 幸 选 取 与 m 不 互 素 的 信息 a， 则 可 能 出 现 RSA 解密 体制 不 工作 的 情况 . 当然， 如果 m =pg 
且 p 与 9 很 大 ， 则 这 种 情况 很 可 能 发 生 . 
(a) 证 明 RSA 解密 体制 事实 上 对 所 有 信息 a 确实 可 行 ， 不管 它们 是 否 与 m 有 公 因 数 . 
(b) 更 一 般 地 ,证 明 RSA 解密 体制 对 所 有 与 m 等 长 的 信息 a 都 可 行 ， 其 中 m 是 不 同 素数 的 乘积 . 
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18.3 


品 18.4 


(0) 给 出 m= 18 与 a=3 的 例子 , 使 得 RSA 解密 体制 不 可 行 . (切记 : 选取 的 上 必须 与 4(m) =6 
互 素 . ) 
撰写 关于 下 述 一 个 或 多 个 课题 的 短小 报告 . 
(a) 公 钥 密 码 学 的 历史 . 
(b)RSA 公 钥 密码 体制 . 
(ce) 公 钥 数字 签名 . 
C4) 廉价 的 不 可 破 审 码 的 可 用 性 的 政治 和 社会 效果 与 政府 反响 
如 果 你 喜欢 使 用 计算 机 ， 下 面 是 两 段 较 长 的 要 解密 的 信息 . 
(a) 已 给 你 发 送 下 述 信 息 : 
5272281 348, 21 089 283 929， 3117723025, 26 844 144 908 ， 22 890 519 533, 
26 945 939 925, ‘27 395 704 341， 2 253 724391， 1 481 682 985， 2 163 791 130， 
13 583 590 307, 5 838 404 872， 12 165 330 281， 28 372 578 777， 7 536 755 222. 
并 且 已 使 用 p=187963,，g = 163 841，m = pqg=30 796 045 883 与 大 =48 611 进行 加 密 . 请 解密 这 段 
信息 . 
《b) 你 截获 了 下 述 信息 ， 已 知 此 信息 使 用 模 mm = SR 0 DOT Wa ds Gd edd dd OL dod 67 
指数 =12 398 737 进行 加 密 ， 请 破译 并 解密 信息 : 


821 566 670 681 253 393 182 493 050 080 875 560 504, 87 074 173 129 046 399 720 949 786 958 511 391 052, 


552 100 909 946 781 566 365 272 088 688 468 880:029, 491 078 995 197 839 451 033 115 784 866 534 122 828, 


172 219 665 767 314 444 215 921 020 847 762 293 421. 


品 18.5 


18.6 


品 18.7 


(这 道 习 题 的 材料 可 在 前 言 所 列 的 网 页 上 找到 . ) 

编写 程序 完成 RSA 密码 体制 ， 程 序 要 尽 可 能 地 适合 用 户 . 特别 地 ， 加 密 者 应 该 能 够 用 文字 打印 信 
息 ， 包 括 间隔 与 标点 符号 ; 类 似 地 ， 解 密 者 应 该 看 到 以 文字 、 间 隔 与 标点 符号 形式 出 现 的 信息 . 

由 于 在 密码 学 中 的 重要 性 ,分解 大 数 因数 问题 在 近 几 年 已 有 许多 研究 ， 查 找 出 下 述 一 种 因数 分 解法 ， 
写 出 其 工作 原理 的 简短 叙述 ，( 这 些 方法 的 信息 从 数论 教科 书 与 网 上 可 得 到 . ) 

(a) Pollard p 方法 (这 是 希腊 字母 p). 

(b) Pollard p -1 方法. 

(c) 二 次 筛 法 因数 分 解法 . 

(d) Lenstra 椭圆 曲线 因数 分 解法 . 

(e) 数 域 第 法 . 

(最 后 两 种 方法 需要 高 级 思想 ， 所 以 ,在 和 弄 懂 之 前 需要 学 习 椭 圆 曲 线 或 数 域 的 知识 . ) 数 域 艇 法 是 目 
前 所 知 的 最 有 效 的 因数 分 解法 ， 能 够 分 解 超过 150 位 的 数 . 

编写 计算 机 程序 ， 完 成 前 一 习题 中 的 因数 分 解法 ， 如 Pollard p 方法 、Pollard p -1 方法 或 二 次 得 法 . 
使 用 该 程序 分 解 下 述 各 数 . 

(a)47 386 483 629 775 753 

(b)1 834 729 514 979 351 371 768 185 745 442 640 443 774 091 
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素数 是 整数 的 基本 构件 ， 无 穷 多 素数 展现 出 的 某 些 模式 特性 可 以 说 是 整个 数论 甚至 是 数 
学 所 有 领域 中 最 深刻 、 最 优美 的 . 案 数 ， 尤 其 是 大 素数 ， 具 有 其 实用 的 一 面 ， 如 我 们 在 第 
18 章 构造 RSA 密码 体制 时 所 看 到 的 ， 这 使 我 们 思考 下 述 问题 : i? 
怎样 判别 一 个 ( 大 ) 整数 是 不 是 素数 呢 ? 


对 小 的 整数 n， 如 8629，8633 与 8641 ， pe pe 
数 ， 或 者 找到 因数 或 者 最 后 断定 n 是 素数 . 按 这 种 方法 ,我 们 发 现 8629 3 8641 是 素数 ; 而 
8633 可 分 解 成 89 . 97， 所 以 它 不 是 素数 . 

对 大 素数 ， 如 

m = 113 736 947 625 310 405 231 177 973 028 344 375 862 964 0019 
与 
n = 113 736 947 625 310 405 231 177 973 028 344 375 862 953 603, 
试验 直至 这 个 平方 根 的 所 有 可 能 因数 (即使 使 用 计算 机 )， 工 作 量 太 大 ?， 然而， 在 第 16 章 
看 到 (在 计算 机 上 ) 将 数 自 乘 按 非常 大 的 数 取 模 的 非常 高 高 的 智 次 则 不 太 困 难 . 例如， 用 计算 
机 花费 很 少时 间 就 可 计算 出 
2 = 去 人 1393 947 625 310 405 231 a 344 375 862 964 O01 
= 39 241 970 815 393 499 060 120 043 692 630 615 961 790 020( mod m). 
这 似乎 在 做 完全 无 用 的 计算 ,但 是 事实 上 它 有 很 大 的 现实 意义 . 
”为 了 解释 其 中 的 原因 ， 我 们 回忆 一 下 费 马 定理 ( 见 第 9 章 ) : 如 果 p 是 素数 ， 则 对 每 个 整 
数 a， . 
. a’= a(lmodp). 
因此 ，2" 不 与 2( mod.m) 同 余 的 事实 告诉 我 们 m 肯定 不 是 素数 .我 们 可 毫 不 含糊 地 断言 : 不 
同 余 式 2" 关 2(mod m) 构 成 m 不 是 素数 的 证 明 . 结论 之 强 令 人 惊讶 ， 我 们 已 证 明 m 不 是 素 
数 ， 尽 管 不 知道 如 何 分 解 m; m 是 合 数 的 证 明确 实 没有 提供 任何 能 帮助 我 们 寻求 因数 的 线 
索 ， 这 告诫 我 们 常常 无 需 分 解 一 一 个 数 就 可 得 知 它 为 合 数 ， 
现在 考虑 数 
n = 113 736 947 625 310 405 231 177 973 028 344 375 862 953 603. 
如 果 进 行 类 似 计算 ， 求 得 


113 736 947 625 310 405 231 177 973 028 344 375 862 953 603 
2 = 2 Fe . = 2(mod n) 


可 用 费 马 小 定理 得 到 是 素数 的 结论 吗 ? 绝对 不 行 ， 费 马 小 定理 此 时 失效 ， 所 以 我 们 试验 更 


多 的 数 ， 比 如 说 到 a =100， 可 得 


马 数 严 是 下 述 两 个 相当 大 的 素数 的 乘积 :40 103 836 670 582 470'495 139 653 与 2 836 061 511 010 998 317. 
号 2002 年 印度 人 M.Agrawal、N. Kayal 与 N，Saxena 发 现 多 项 式 时 间 的 AKS 素性 测试 ， 这 项 重大 成 果 发 表 于 
Annals of Math. 160(2004) ，781-793. 一 一 译 者 注 
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3"=3(modn)，4” 三 4(modn)，5 =S(modn),…，100" = 100(mod n). 

我 们 仍 不 能 用 费 马 小 定理 得 到 羡 是 素数 的 结论 ， 但 是 ， 对 a 的 99 个 不 同 值 ，a"=a(mod n) 
124| 暗示 n 是 “可 能 "素数 . 
这 是 个 很 奇怪 的 断言 ， 一 个 数 怎样 能 成 为 “可 能 素数 ” 呢 ? 要 么 是 素数 要 么 不 是 素数 

不 可 能 星期 二 与 星期 四 是 素数 ， 而 其 余 五 天 是 合 数 ?， 

假设 我 们 将 数 n 看 作 一 种 自然 现象 ， 并 用 试验 科学 家 的 精神 研究 nm， 通 过 选取 数 a 的 不 
同 值 并 计算 a"( mod n) 的 值 进行 试验 ， 如 果 单 个 试验 产生 甚至 除 a 外 的 任何 数 ， 则 得 到 n 肯 
定 是 合 数 的 结论 ， 所 以 ， 有 理由 相信 每 次 进行 试验 确实 会 得 到 我 们 收集 ”是 素数 的 “证 据 ” 
的 数值 a。 . 

通过 观察 a 的 n 次 器 不 等 于 a 的 那些 值 ， 我 们 可 在 坚实 的 基础 上 进行 这 种 推理 ， 如 果 

a” 才 a(mod n), 

则 我 们 说 数 a 是 n 的 证 据 ， 这 是 a 的 一 个 极 好 的 名 称 ， 因 为 如 果 数 n 试 着 扮演 索 数 的 角色 ， 
执行 代理 人 可 将 a 放 在 证 据 位 置 证 明 n 确实 是 合 数 . 


如 果 n 是 素数 ， 则 显然 没有 证 据 ， 下 面 列 出 了 直到 20 的 所 有 数 mn 的 证 据 表 ， 意 味 着 合 
数 趋 于 有 一 些 证 据 . 


素数 
2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 11, 12, 13 

2, 3, 7, 8, 12, 13 

| 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 
素数 

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 
素数 

2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 
15, 17, 18, 19 


要 进一步 支持 这 种 观测 ， 我 们 随机 地 选取 100 与 1000 之 间 的 一 些 合 数 ， 数 数 它们 有 多 
少 证 据 ， 我 们 也 给 出 1 与 之 间作 为 证 据 的 数 所 占 的 百分比 . 


; EE EC ET EE I I 
NE | 2 EC 
8045 06.9 | my | 97 | m3 ww wy 


看 起 来 如 果 是 合 数 ， 则 a 的 大 多 数值 可 作为 证 据 ， 例 如 ， 如 果 n=287， 并 且 如 果 选 取 a 的 随 
机 值 ， 则 a 是 为 合 数 的 证 据 有 96.9% 的 机 会 、 因此， 要 证 明 n 是 合 数 无 需 进 行 很 多 试验 . 


所 “ 当 我 使 用 数 时 ， 正 是 按 我 的 意愿 选取 一 一 既 不 多 也 不 少 . ”Humpty Dumpty 用 相当 获 视 的 语调 说 . 
“问题 在 于 你 是 否 能 对 数 做 出 不 同 的 解释 , "爱丽 斯 说 . 
“问题 是 哪个 更 重要 ,Dumppty 说 . 
或 者 正如 哈姆雷特 所 说 ,“ 天 上 刊 西 北 风 的 时 候 ， 我 才 发 疯 ; 风 从 南方 吹 过 来 的 时 候 ， 我 能 分 辨 出 素数 与 合 数 . " 
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我 们 所 有 的 证 据 和 常识 似乎 表明 合 数 有 许多 证 据 ， 但 是 ， 这 实际 上 成 立 吗 ? 如 果 开 始 制 
作 有 证 据 的 所 有 数 的 表格 ， 则 最 终 会 陷入 n =561 的 糟糕 境地 ， 因 为 561 =3 .11 .17， 所 以 
这 是 合 数 ， 但 不 幸 的 是 561 甚至 没有 单个 证 据 ! 验证 561 没有 证 据 的 一 条 途径 是 对 a 的 所 有 
561 个 值 计 算 a"( mod n)， 我 们 用 比较 容易 的 方法 .要 证 明 

aa = a( mod 561) ， 
只 要 证 明 
' a =a(mod3), a =a(mod11), a a 人 
就 足够 了 ， 因 为 如 果 一 个 数 被 3，11，17 整除 ， 则 也 被 它们 的 乘积 3 " 17 整除， 对 第 一 
个 同 余 式 ， 注 意 到 如 果 3 整除 a， 则 两 边 是 0, 而 如 果 3 不 整除 a， oi 马 小 定理 
a 三 1(mod 3) 计 算 
a56 = a2280+1 = {《a2 )m ‘a 三 1*:a= a(mod 3). 

用 同样 的 方法 可 验证 第 二 与 第 三 个 同 余 式 ， 因 此 要 么 11 整除 4a， 两 边 模 11 是 0， 要 么 使 用 
同 余 式 a"=1(mod 11) 计 算 


as! 机 0364 三 (oye 
1 


“a 三 1.:a=a(mod 11). 
最 后 ， 要 么 17 整除 a， 两边 模 17 等 于 0， 要 么 使 用 os= 1(mod 17) 计 算 

. qa’ = 6163551 = (a’)* .a=1.4a=a(mod17). 
从 而 ,没有 合 数 561 的 证 据 . 

1910 年 ， 这 个 例子 与 14 个 其 他 例子 首先 引起 了 卡 米 欣 尔 的 注意 ， 所 以 用 卡 米 吹 尔 来 命 
名 这 种 数 .。 卡 米 歌 尔 数 是 这 样 的 合 数 n， 即 对 每 个 整数 1<a<n， 都 有 

a” = a(mod n). 
换 句 话说 ， 卡 米 歇 尔 数 是 可 冒充 素数 的 一 种 合 数 ， 因为 它 没有 合 数 特 征 的 证 据 ， 我 们 已 看 到 
561 是 卡 米 歇 尔 数 ， 事 实 上 它 是 最 小 的 卡 米 歇 尔 数 . 
下 面 是 直到 10 000 的 所 有 卡 米 吹 尔 数 的 完全 列表 : 
561， 1105, 1729, 2465, 2821, 6601, 8911. 
分 解 它们 ， 

561 =3.11.17，1105 =5.13.17, 1729 =7.13.19, 

2465 =5.17.29, 282]1 =7.13.31, 6601 =7.23.41, 8911 =7.19.67. 
我 们 马上 观察 到 表 中 的 每 个 数 是 三 个 不 同 奇 素数 的 乘积 ， 所 以 可 提出 猜想 : 卡 米 歇 尔 数 总 是 
三 个 不 同 奇 素数 的 乘积 . 

我 们 的 猜想 不 会 太 好 ， 因 为 

62745 =3 .5 .47 .89 
是 四 个 素数 乘积 的 卡 米 歇 尔 数 . 这 并 不 意味 着 我 们 应 该 放弃 猜想 ， 而 仅仅 是 必须 做 一 些 修 
改 ， 注 意 我 们 的 猜想 实际 上 是 三 个 猜想 : 卡 米 鞭 尔 数 恰 好 有 三 个 素 因数 ， 素 因数 是 不 同 的 ， 
素 因数 是 奇数 ， 所 以 我 们 丢弃 错误 的 部 分 而 分 别 叙述 其 他 两 个 部 分 : 
(A) 每 个 卡 米 欧 尔 数 是 奇数 . 
(B) 每 个 卡 米 歌 尔 数 是 不 同 素数 的 乘积 . 


126 


128 


80 第 19 章 


现在 证 明 这 两 个 断言 对 于 (A) ， 使 用 卡 米 软 尔 同 余 式 
a" 三 a(mod n), a=n-l1l=-1(modn), 1 
得 
(一 1)” 三 1(mod n). 
这 蕴涵 n 是 奇数 (或 n =2). 

下 面 证 明 (B). 假设 n 是 卡 米 软 尔 数 ， 设 p 是 整除 n 的 素数 ，p'* 是 整除 n 的 p 的 最 大 
徊 次 我们 要 证 明 e 是 0. ET a 0 n)， 特 别 
地 ， 对 a=p" 这 是 成 立 的 ， 所 以 
pp” 三 p'(modn). 
因此 ,nn 整除 差 pz” -p*， 由 假设 p'*' 整除 nh， 得 到 p'*' 整 除 p”-p" 的 结论 ， 从 而 ， 

Pp 
Dp 也 : 
是 整数 ， 这 可 能 成 立 的 唯一 途径 是 e=0， 这 就 完成 了 (B) 的 证 明 . 

卡 米 鞭 尔 数 的 两 个 性 质 (A) 与 (B) 是 有 用 的 ， 但 是 ， 如 果 能 够 发 现 简单 方法 来 检验 一 
个 数 是 否 是 卡 米 软 尔 数 则 会 更 有 用 .前面 对 561 是 卡 米 吹 尔 数 的 验证 提供 了 一 个 线索 ,不 
验证 a"=a( mod n) ， 而 是 对 整除 n 的 每 个 素数 p， 验 证 a"=a(mod p)， 然 后 将 模 p 的 同 余 
式 与 费 马 小 定理 进行 比较 ,给 出 p 与 n 间 的 关系 式 . 结论 是 下 面 叙 述 并 证 明 的 卡 米 软 和 尔 数 
判别 法 . 

定理 19.1( 卡 米 吹 尔 数 的 考 塞 特 判别 法 ) 设 n 定 合 数 . 则 nn 是 卡 米 歌 尔 数 当 且 仅 当 它 
是 奇数 ， 且 整除 nn 的 每 个 素数 p 满足 下 述 两 个 条 件 : 

(1)P 不 整除 n. 

(2)p-1 整除 n-l. | 

证 明 首先 假设 是 合 数 ， 进 而 假设 ”的 每 个 素 因 数 p 满足 条 件 (1) 与 (2)， 要 证 明 n 
是 卡 米 吹 尔 数 ， 我们 的 证 明 使 用 前 面 证 明 561 是 卡 米 歇 尔 数 的 相同 论证 . | 

将 n 分 解 成 察 数 的 乘积 

n= Pip2p3… Pi, 
由 条 件 (1) 得 p,，p,，…,，p, 是 不 相同 的 素数 ， 由 条 件 (2) 得 每 个 p, -1 整除 n-1， 所 以 对 
每 个 i， 可 分 解 因数 | | 
有 -1 =(p 1)k,， 对 某 个 整数 上 .. 
现在 取 任 一 个 整数 a， 计算 a"(mod p,) 的 值 如 下 : 首先 ， 如 果 p, 整除 a， 则 显然 有 
ao 三 0= a(modp.,). 
否则 p; 不 整除 a， 我 们 可 用 费 马 小 定理 计算 


a = QP ltl 因为 mm -1 = (P， — 1)k,, 
= (ar )* .a 
= 1” .a(mod p,) 由 费 马 小 定理 得 or = 1(mod pi;) ， 


a( mod p;). 
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现在 我 们 已 证 明 对 每 个 ;=1，2，…，r， 
a” 三 C(modp;)， 
换 句 话说，a" -a 被 每 个 素数 p,，p,，…，p, 整除 ， 从 而 它 被 乘积 n =p1p,… p, 整除 ，( 注 意 
此 处 使 用 了 p; ，p,，…，p, 互 不 相同 的 事实 . ) 因 此， 
a” 三 a(mod n), 
由 于 我 们 已 证 明 对 每 个 整数 a 结论 成 立 ， 所 以 这 就 完成 了 n 是 卡 米 吹 尔 数 的 证 明 . 
这 就 证 明了 考 塞 特 (Korselt) 判别 法 的 一 半 : 满足 条 件 (1) 与 (2) 的 奇 合 数 是 卡 米 吹 尔 数 . 
另 一 方面 ， 我 们 在 前 面 证 明了 每 个 卡 米 软 尔 数 满足 条 件 (1) ， 在 习题 19. 1 中 ， 要 求 你 证 明 
卡 米 歇 尔 数 满足 条 件 (2). 口 
要 说 明 考 塞 特 判别 法 的 用 处 ， 我 们 验证 前 面 给 出 的 两 个 例子 实际 上 是 卡 米 歇 尔 数 ， 首 
先 ， 考 塞 特 判别 法 告诉 我 们 1729 =7. 13' 19 是 卡 米 歇 尔 数 ， 因 为 


1729 -1 1729 -1 1729 -1 
二 = 96. 
其 次 ，62745 =3 .5 .47. 89 是 卡 米 吹 尔 数 ， 因 为 
62745 - 1 62745 - 1 62745 - 1 62745 - 1 
MN A 1364 ， i 


在 卡 米 软 尔 1910 年 的 论文 中 ,他 猜测 存在 无 穷 多 个 卡 米 软 尔 数 ，( 当然 ， 他 没有 称 这 种 数 为 
卡 米 吹 尔 数 !) 这 个 猜想 70 多 年 没有 人 证 明 , 最 后 由 W. R.Alford、A. Granville 与 
C. Pomerance 于 1994 年 证 明 . 

卡 米 吹 尔 数 存在 的 事实 意味 着 我 们 需要 一 个 更 好 的 检验 合 数 的 办 法 . 合 数 的 拉 宾 - 米 瓯 
测试 是 基于 下 述 事实 . 

定理 19.2( 素 数 的 一 个 性 质 ) “ 设 p 是 奇 素数 ,， 记 

p -1 = 249， 9 是 奇数 ， 

设 a 是 不 被 p 整除 的 任何 数 . 则 下 述 两 个 条 件 之 一 成 立 : 

(ija 模 p' 余 1. 

(ii) 数 a?，a”， oe ax "之 一 模 p 余 一 1. 

证 明 ” 费 马 小 定理 告诉 我 们 a =1(mod p). 这 意味 着 当 我 们 观察 数 表 

a a a a a 

时 ， 得 到 表 中 的 最 后 一 个 数 模 p 余 1( 因 为 2'g 等 于 p -1)， 进 而 ， 表 中 的 每 个 数 是 前 一 个 数 
的 平方 ， 因 此 下 述 两 种 可 能 之 一 必 成 立 : 

(i) 表 中 的 第 一 个 数 模 p 余 工 . 

(ii) 表 中 的 一 些 数 模 疡 不 余 1, 但 是 ;， 当 平方 时 它 就 模 p 余 1， 适合 这 种 叙述 的 数 仅 是 
一 1(m6d p) ， 所 以 在 这 种 情况 下 ， 表 包含 -1(mod p). 

这 就 完成 了 证 明 . 口 

转 到 开头 素数 的 性 质 ， 我 们 得 到 被 称 为 拉 宾 - 米 勒 测试 的 合 数 试验 ， 因 此 ， 如 果 是 奇 
素数 ， 且 没有 前 面 的 素数 性 质 ， 则 它 必 是 合 数 ， 进而， 对 a 的 许多 不 同 值 ， 如 果 nn 确实 具 
有 素数 性 质 ， 则 n 可 能 是 素数 . 
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定理 19.3( 合 数 的 拉 宾 - 米 勒 测试 ) 设 n 是 奇 素数 ， 记 n-1=2'g, 9 是 奇数 .对 不 被 n 
整除 的 菜 个 a， 如 果 下 述 两 个 条 件 都 成 立 ， 则 n 是 合 数 . 

(a)a’ 才 1( mod n),， 

(b) 对 所 有 i=0, 1, 2,…, -1,，a”“ 关 -1(mod n). 

我 们 已 经 证 明 拉 宾 - 米 勒 测试 可 行 ， 因 为 如 果 n 满足 (a) 与 (b)， 则 不 满足 素数 性 质 ， 所 
以 必 是 合 数 . 注意 拉 宾 ~ 米 勒 测试 在 计算 机 上 会 很 快 且 很 容易 地 进行 ， 因 为 在 计算 .a (mod 
n) 之 后 ， 可 简单 算出 模 n 的 平方 . 

对 a 的 任何 特别 的 选取 ， 拉 宾 - 米 勒 测试 结论 性 地 证 明 n 是 合 数 ， 也 揭示 出 n 可 能 是 素 
数 . n 的 合 数 性 的 拉 宾 ~- 米 勒 证 据 是 拉 宾 ~ 米 勒 测试 成 功 证 明 n 是 合 数 的 数 a， 拉 宾 - 米 勒 测试 
如 此 有 用 的 理由 归于 下 述 事 实 ， 在 许多 高 等 教科 书 中 都 有 其 证 明 . 


如 果 半 是 奇 合 数 ， 则 1 与 4 -1 之 间 至 少 有 75% 的 数 可 作为 n 的 拉 宾 - 米 勒 证 据 . 


换 名 话说， 每 个 合 数 有 许多 拉 宾 - 米 勒 证 据 来 说 明 它 的 合 数 性 ， 所 以 ,不 存在 拉 宾 - 米 
勒 测试 的 任何 “ 卡 米 软 尔 型 数 ”, 
例如 ， 如 果 随 机 选取 a 的 100 个 不 同 值 ， 其 中 没有 的 拉 宾 - 米 勒 证 据 ， 则 n 是 合 数 的 
概率 小 于 0.25”， 它 近似 等 于 6 10 "如 果 你 觉得 这 会 冒 太 多 风险 ， 你 总 可 以 试 e 的 另外 
几 百 个 值 ， 实 际 上 ， 如 果 是 合 数 ， 则 拉 宾 - 米 勒 测试 终究 会 展示 这 个 事实 . 
下 面 举例 说 明 ， 我 们 将 a =2 的 拉 宾 - 米 勒 测试 应 用 到 数 561， 可 以 回顾 它 是 卡 米 软 尔 
数 . 我 们 得 n -1=560 =2 ,35， 所 以 计算 ; 
23”= 263( mod 561), 
2 = 263’ = 166( mod 561), 
2 = 166” = 67(mod 561), 
2 = 67 = 1(mod 561). 
第 一 个 数 2”( mod 561) 既 不 是 1 也 不 是 -1， 其 他 数 不 是 -1， 所 以 2 是 561 为 合 数 事实 
的 拉 宾 - 米 勒 证 据 ， 
作为 第 二 个 例子 ， 取 较 大 数 n = 172 947 529， 我们 得 
有 -1 = 172947 528 = 2’ .21618 441. 
应 用 ac =17 的 拉 宾 - 米 勒 测试 ， 在 第 一 步 得 
177 4 = 1 (mod 172 947 529 ) ， 
所 以 ，17 不 是 n 的 拉 宾 - 米 勒 证 据 ， 下 面 我 们 试验 a =3， 但 是 
37 4 = 1(mod 172 947 529), 
所 以 ,3 也 不 是 拉 宾 - 米 勒 证 据 ， 此 时 , .我 们 可 能 怀疑 n 是 素数 ， 但 如 果 试 验 另 一 个 值 ， 如 
a =23， 可 求 得 


237 6341 = 40 063 806( mod 172 947 529 ) ， 
2327618441 = 2 257 065 ( mod 172 947 529) ， 
234216841 = 1 ( mod 172 947 529 ) ， 
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所 以 23 是 nn 实际 上 为 合 数 的 拉 宾 - 米 勒 证 据 ， 事实 上 ，n 是 卡 米 吹 尔 数 ， 但 n 不 那么 容易 
(手工 ) 分 解 . 


习题 


19.1 设 n 是 卡 米 软 尔 数 , p 是 整除 n 的 素数 . 
(a) 通 过 证 明 p -1 整除 n -1 米 完成 考 塞 特 判别 法 的 证 明 .， (提示: 我 们 在 第 21 章 将 证 明 对 每 个 素数 
Pp， 至 少 存在 一 个 数 g， 其 乔 g，g*，g ，…，g” ' 都 是 模 p 不 同 余 的 (这 样 的 数 称 为 原 祖 ). 为 求 
解 这 个 问题 ， 试 将 a=g 代入 卡 米 软 尔 同 余 式 a*=a(mod n). ) 


(b) 证 明 p -1 实际 上 整除 比较 小 的 数 二 - -1. 


19.2 存在 仅 有 两 个 案 因 数 的 卡 米 上 软 尔 数 吗 ? 寻找 一 个 例子 或 证 明 其 不 存在 . 

19.3 使 用 考 塞 特 判别 法 确定 下 述 哪些 数 是 卡 米 软 尔 数 . 
(a)1105 (b)1235 (c)2821 (d)6601 (e)8911 《f)10 659 
(g)19747 (h)105545 (i)126217 (j)162401 (k)172081 (1)188 461 

19.4 假设 选取 天 使 得 三 个 数 6k+1，12k +1，18k+1 都 是 素数 . 
(a) 证 明 它 们 的 乘积 mn=(6k+1)(12+1)(18k+1) 是 卡 米 炊 尔 数 . 
(b) 用 这 种 方法 求 前 5 个 大 值 ， 并 给 出 该 方法 产生 的 卡 米 炊 尔 数 ， 

19.5 求 是 5 个 素数 乘积 的 卡 米 歌 尔 数 . . 

品 19.56 (a) 编 写 计 算 机 程序 ， 用 考 塞 特 判别 法 检验 数 n 是 否 是 卡 米 软 尔 数 . 

(b) 在 前 面 我 们 列 出 了 小 于 10 000 的 所 有 卡 米 葡 尔 数 . 使 用 你 的 程序 扩展 该 表 到 100 000. 
(ec) 使 用 你 的 程序 求 大 于 1 000 000 的 最 小 卡 米 软 尔 数 . 

19.7 (a) 设 n=1105， 所 以 n-1=2*…69， 计算 

29 (mod 1105), 2°® (mod 1105), 2*® (mod 1105), 289 (mod 1105) 
的 值 ， 并 使 用 拉 宾 一 米 勒 测试 得 出 n 是 合 数 的 结论 . 
(b) 使 用 a=2 的 拉 宾 一 米 勒 测试 证 明 n =294 409 是 合 数 ， 然 后 求 n 的 因数 分 解 ， 并 证 明 它 是 卡 米 炊 
尔 数 . 
(c) 对 于 n=118901 521 重复 (b). 
品 19.8 编写 较 大 整数 的 拉 宾 一 米 勒 测试 程序 ， 用 它 研究 下 述 数 中 哪些 为 合 数 . 

(a)155 196 355 420 821 961 
(b)155 196 355 420 821 889 
{e)285 707 540 662 569 884 530 199 015 485 750.433 489 
(d)285 707 540 662 569 884 530 199 015 485 751 094 149 


-一 一 一 一 一 
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在 第 15 章 研究 完全 数 时 ， 我 们 使 用 了 函数 ol(n)，o(n) 定 义 为 n 的 所 有 因数 和 ， 现 在 ， 
我 们 提议 做 个 奇妙 的 试验 ， 取 n 的 所 有 因数 ， 将 欧 拉 由 函数 应 用 到 每 个 因数 ， 再 把 欧 拉 中 
函数 值 相 加 ， 然 后 观察 所 得 到 的 结果 
我 们 由 例子 开始 ， 比 如 n=15，15 的 因数 是 1，3，5，15. 首先 求 欧 拉 由 函数 在 1，3 
5，15 处 的 值 ， 
中 (1) = 1， 由 (3) = 2， 中 5) = 4, 中 15) = 8. 
下 面 将 这 些 值 相 加 得 到 
由 (1) + 由 (3) + 由 (5) + $015) =1+244+8 =.15. 
结果 是 15， 与 开始 的 数 正好 一 致 . 
我 们 试验 有 许多 因数 的 大 数 ， 比 如 说 n=315.315 的 因数 是 ， 
1,3,5,7,9,15,21,35,45,63,105,315, 
如 果 求 欧 拉 由 函数 的 值 并 相 加 ， 可 得 ' 
由 (1) + 由 (3) + 由 (5) + 中 (7) + 中 (9) + $(15) + $(21) 
+ 由 (35) + 由 (45) + 由 (63) + 由 (105) + 由 (315) 
=1+2+4+6+6+8+12+24+24+36+48+144 = 315. 
再 次 以 开始 的 数 结束 ， 这 与 开头 看 到 的 一 致 ， 我 们 可 做 下 述 猜测 . 
猜测 设 di，d,，**，d, 是 整除 nn 的 数 ， 其 中 包括 1 与 n， 则 
$b(di) + hd,) +… + $b(d,) =n. 
如 何 证 明 我 们 的 猜测 是 正确 的 呢 ? 最 容易 验证 的 情况 是 a 有 很 少 的 因数 . 例如 ， 假设 取 
n=p， 其 中 p 是 素数 .p 的 因数 是 1 与 p, 可 得 g$(1) =1 与 $(p) =P-1， 相 加 得 
中 (1) + $(p) =1+(p-1)=p. ; 
所 以 ,我 们 验证 了 n 是 素数 时 的 猜测 . 
下 面试 一 试 n=p*.，p? 的 因数 是 1, p 与 PP ， 由 第 11 章 得 $(p ) = 天 =p， 所 以 可 求 得 
由 (1) + 中 (P) + pl(p) = 1 tp +(p -Pp)=p."r " 
注意 如 何 消去 各 项 直到 剩 下 p” 的 左边 项 . 
继续 进行 ， 我 们 设法 验证 n =p* 是 素数 短 次 时 的 猜测 ，p* 的 因数 是 1, p, p*,，…, p". 在 
第 11 章 我 们 已 经 知道 了 素数 寡 次 的 欧 拉 由 函数 公式 : $(p') =p' -p“. 用 这 个 公式 可 以 计算 
由 (1) + bp) + Bp ) + 二 由 (PE ) + bp') | 
=1+(p-1)+(p -pp)++(p -pp )+(p -p") 
= 站 
我 们 已 对 n 为 素数 寡 次 的 情形 验证 了 上 述 猜 测 ， | 
如 果 nn 不 是 碌 数 究 次 ， 则 情况 有 点 复杂 . 像 往 常 一 样 ， 我 们 由 最 简单 的 情况 开始 .假设 | 
n=pg 是 两 个 不 同 素数 的 乘积 ， 则 n 的 因数 是 1，p，g，pqg， 因 此 需要 求 和 


， 
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中 (1) + 中 (P) + 中 (9) + 中 (pq). 
在 第 11 章 我 们 证 明了 如 果 普 与 互 素 ， 则 欧 拉 由 函数 满足 乘法 公式 由 (mm) =g(m)g(n). 
特别 地 , p 与 9 互 索 ， 所 以 由 (pg) =$(p)$(g9)， 这 意味 着 
由 (1) + 由 (P) + 由 (9) + 由 (p9) 
=1+ 由 (p) + 由 (9) + 由 (p) 由 (9) 
=(1+ 中 (p))(1+ 中 (9)) 
=pg, ， 135 
这 恰好 是 我 们 所 要 求 的 . 
用 这 个 例子 作为 导 引 ， 下 面 准 备 处 理 一 般 情况 . 对 任意 整数 mn， 定 义 函 数 F(n): 
Fn) = $(d) +$(d,) +… +g(d,)， 其 中 d,,d,,…,d, 是 n 的 因数 . 
我 们 的 目的 是 证 明 对 每 个 数 m，F(n) =m、 第 一 步 ， 验 证 函数 .丰满 足 乘法 公式 . 
断言 20.1 如 果 gcd(m, n)=1, 则 F(mn) =F(m)F(n). 
证 明 设 
di ,dd 是 的 因数 . 
和 2 
el,e,…,e, 是 m 的 因数 . 
m 与 n 互 索 的 事实 揭示 了 mn 的 因数 的 确 是 各 种 乘积 
diei ,dies,** ,die,, de1,d,e,,**,d,e,,"*,d,el,d,e,,"*,d,e,. 
进而 ， 每 个 d; 与 每 个 6 互 素 ， 所 以 由 (die) =$(d;)$(e). 利用 这 些 事实 ， 我们 可 以 计算 
Fl(mn) = 由 (del) + + ph(die,) + 中 (dei) + + 中 (de) + + h(de) + + Hh(d,e,) 
=p(di)b(e) + + hldi) $e) + hd)$(e) + + hb(d,)b(e,) 
+ 中 dd) 由) + + hd,) ble,) 
=($(d) + 中 (中 ) + + hd)) (bler) + 由 ez) + + be,)) 
=F(m)F(n). 
这 就 完成 了 断言 的 证 明 . | 口 
利用 该 断言 ， 证 明 欧 拉 由 函数 的 下 述 求 和 公式 就 很 简单 了 . 
定理 20.2( 欧 拉 办 函数 求 和 公式 ) 设 d，d,,，…，d, 是 nn 的 因数 ， 则 
$b(di) + pd) + + $d) =n. 136 
证 明 设 F(n) = 由 (d) + 四 (d,) +… + 中 (d,)， 我 们 需要 验证 F(n) 总 等 于 n， 我们 已 证 
明了 对 素数 赛 次 ，F( 六 ) =p*， 现 在 将 n 分 解 成 素数 竹 的 乘积 ， 比 如 说 n=p1"p,*… pi 不 
同 的 崇 数 寡 彼 此 互 素 ， 所 以 ， 可 用 下 的 乘法 公式 计算 
F(n) = 下 (Pi pa Pr) 
=F(p1")F(p,“*)… F(p,”，) ”由 乘法 公式 ， 
=p1" pa Pi 对 素数 寡 ,PF( 天 ) = p"， 


习题 
20.1 刘 维 尔 函 数 和 (n) 定 义 为 将 n 分 解 成 素数 乘积 n=ptip2… pr”， 然 后 令 : 


137 
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20.2 


20.3 
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A(n) =, ( i 1 
( 设 A(1) =1. ) 例 如 ， 要 计算 和 (1728)， 可 分 解 因数 1728 =25 .33， 则 A(1728) = ( -1)5 3 = ( -1)”= -1 
(a) 计 算 下 述 刘 维 尔 函 数 的 值 : A(30)，A(504)，A(60750). 
(b) 使 用 刘 维 尔 和 函数 定义 新 函数 G(n): 
Gln) =A(d)+Ad)+…+Ad)， 其 中 4d,d,,…,d, 是 nn 的 因数 . 

计算 G(n) 的 值 , 1 <n<18. 
(c) 利 用 (b) 中 的 计算 (如 果 需 要 的 话 ， 再 另 计 算 ) 进 行 6(n) 值 的 猜测 ， 对 更 多 的 n 值 验证 你 的 猜测 . 

用 你 的 猜测 求 C(62 141 689) 与 C(60 119 483 ) 的 值 . 
(d) 证 明 (c) 中 你 的 猜测 是 正确 的 . 
函数 A(n) 满 足 乘法 公式 

flmn) = fA(m)f(n)， 对 所 有 整数 mm 与 a,gcd(m,n) = 1， 
称 f(n) 为 积 性 函数 例如， 我 们 得 到 欧 拉 函数 $(n) 是 积 性 函数 (第 11 章 ) ， 因 数 和 函数 (mn) 是 积 
性 函数 (第 15 章 ). ” 
(a) 证 明 习 题 20. 1 中 叙述 的 刘 维 尔 函 数 A(n) 是 积 性 函数 . 
(b) 现 在 假设 /(n) 是 积 性 函数 ， 定 义 新 函数 
g(n) =f(d) +f(d) +…+f(d,)， 其 中 d,,d,,…,d, 是 n 的 因数 . 

证 明 g(n) 是 积 性 函数 . 
设 d,，d,，…，d, 是 整除 的 整数 ,包括 1 与 nt 短 次 og 函 教 vi(n) 等 于 的 各 因数 的 上 次 方 之 和 ， 
即 

Oi(P) = di +d + +d. 

例如 ，es(10) =1 +2? +5? +10? =130， 当 然 ，o,(n) 恰 好 是 我 们 熟知 的 函数 o(n). 
(a) 计 算 o,(12), os(10) 和 oo(18) 的 值 . 
(b) 证 明 ged(m，n) = 工时 ，c,(mn) =g,(m)o,(n)， 换 句 话 说 , 证明 0, 是 积 性 函数 ， 如 果 m 与 4 

不 互 素 ， 这 个 公式 仍 成 立 吗 ? 
(ec) 在 第 15 章 我 们 证 明了 go(p') =.(p**' -1)/(p -1). 求 o,(p') 的 类 似 公 式 ， 用 此 计算 o,(25). 
(d) 函数 oo(n) 是 数 n 的 不 同 因数 的 个 数 ， 对 we，(e) 中 的 公式 成 立 吗 ? 如 果 不 成 立 ， 给 出 qo(p*) 

的 正确 公式 .用 你 的 公式 与 (b) 求 ro(42 336 000) 的 值 . 


第 21 章 过 模 p 与 原 根 


如 果 a 与 p 互 素 ， 费 马 小 定理 (第 9 章 ) 告 诉 我 们 
ar = 1(modp). 


当然 ,很 可 能 a 的 某 个 小 赛 次 就 与 1 模 p 同 余 . 例如 ，2 =1(mod 7)， 另 一 方面 ， 可 能 存在 


一 些 需 要 求 出 全 部 p -1 个 等 次 的 a 的 值 ， 例 如 ，3 的 寡 次 模 7 依次 给 出 : 
3'=3(mod7), 3 =2(mod7)，3 = 6(mod7), 
3 二 4(mod7), 3’ =5(mod7), 3 = 1(mod7). 
因此 ,需要 求 出 3 的 全 部 6 个 蜂 次 ， 我 们 才能 得 到 1( mod 7). 


我 们 观察 一 些 例 子 ， 看 是 否 可 以 发 现 某 种 模式 ， 表 21. 1 列 出 了 同 余 于 1(mod p) 的 a 的 
最 小 窜 次 ， 其 中 素数 p=5, 7，11，, 每 个 a 在 1 与 p -1 之 间 ， 我 们 可 进行 两 项 观察 . 


1. 使 得 =1(mod p) 的 最 小 指数 e 似乎 整除 p -1. 
2. 总 有 一 些 需要 指数 p -1 
表 21.1 模 p 余 1 的 a 的 最 小 宕 
| ps | 


的 起 
2 1mods) 25 = 1mod 1l) 
TD 
mad3) 
有 站 二 
5 


=1(mod 7) 三 1(mod 11) 
6 =1(mod 7) 6 二 1(mod 11) 
80=litmodll) 


102=1(mod 11) 


因为 在 本 章 研 究 这 种 最 小 指数 ， 所 以 给 它 一 个 名 称 . a 模 p 的 次 数 (或 阶 ) 指 


e,(a) = (使 得 a' = 1(modp) 的 最 小 指数 。 = 1). 
(注意 仅 允 许 a 与 p 互 素 . ) 


参照 表 21. 1， 我 们 看 出 ， 比 如 说 es(2) =4，e(4) =3 与 ei(7) = 10， 费 马 小 定理 表明 
wo =1(modp)， 所 以 得 e(o)<p -1， 第 一 个 观察 是 e,(a) 似乎 整除 p -1. 第 二 个 观察 是 似 
乎 总 有 一 些 a 使 得 e,(a) =P-1， 我 们 准备 验证 这 两 个 观察 是 正确 的 ， 由 第 一 个 开始 ， 这 是 


两 个 中 比较 容易 的 . 


定理 21. 1( 次 数 整除 性 质 )】 设 a 是 不 被 素数 p 整除 的 整数 ,假设 a"=1(mod jp)， 则 次 


数 e,(a) 整除 n 特别 地 ,次数 e,(a) 总 整除 p 一 1. 
证 明 ”次数 e,(a) 的 定义 告诉 我 们 


at) = 1 (mod p) ， 


T=1(mod 11) - 
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假设 o =1(mod p). 设 6G=gcd(e,(a),，n)， 并 设 (u, vz) 是 方程 
| el(a)u~-nv=G 

的 正 整数 解 . (第 6 章 线性 方程 定理 说 明 上 述 方程 有 解 . ) 现在 用 两 种 不 同 的 方法 计算 a” 
(mod p): 

ato* = Carn) 1 = 1(modp), 

a = game = (a )’ a=1. az = a’(mod p). 
这 表明 o =1(mod p)， 但 是 ，e, (a) 是 同 余 于 1(mod p) 的 oa 的 最 小 寡 次 ， 所 以 必 有 C> 
e,(a). 男 一 方面 G=gcd(e,(a),n), 所 以 6G 整除 e,(a) 与 n. 特别 地 ，G<e,(a). 可 能 性 仅 
是 G=e,(a), 这 就 证 明了 e,(a) 整 除 n. 

最 后 ， 费 马 小 定理 (第 9 章 ) 告 诉 我 们 a =1(mod p)， 因 此 取 n=p -1 就 得 到 结论 : 
e,(a) 整 除 p 一 1. 口 
下 一 个 任务 是 观察 具有 最 大 可 能 次 数 e,(a) =p -1 的 数 ， 如 果 a 是 这 样 的 数 ， 则 短 

,a ,a (mod p) 

必须 都 是 模 p 不 同 的 (如果 军 不 是 全 不 相同 ， 则 对 某 指数 1<i<j<p -1 有 a =a (mod p)， 这 意 
味 着 w =1(mod p)， 其 中 指数 ji 小 于 p -1. ) 这 样 的 数 对 我 们 来 说 是 很 重要 的 ， 为 此 给 它 
起 个 名 字 . 


具有 最 高 次 数 e,(g) =p -1 的 数 g 称 为 模 p 的 原 根 . 


回顾 p =5,，7，11 的 表 21.1， 我 们 看 出 2 与 3 是 模 5 的 原 根 ，3 与 5 是 模 7 的 原 根 ，2， 
6, 7 与 8 是 模 11 的 原 根 . 

下 面 ， 我 们 得 到 本 章 最 重要 的 结果 . 

定理 21.2{ 原 根 定理 ) 每 个 素数 p 都 有 原 根 . 更 精确 地 ， 有 恰好 中 (p.-1) 个 模 p 的 

例如 ， 原 根 定理 说 明 有 中 (10) =4 个 模 11 的 原 根 ， 果然 可 得 模 11 的 原 根 是 数 2，6，7， 
8， 类 似 地 ， 定 理 说 明 有 由 (36) = 12 个 模 37 的 原 根 ， 有 中 (9906) =3024 个 模 9907 的 原 根 . 
事实 上 ， 模 37 的 原 根 是 12 个 数 2，5，13，15，17，18，19，20，22，24，32，35， 我 们 不 
会 用 许多 版 面 列 出 模 9907 的 3024 个 原 根 ， 原 根 定理 的 一 个 缺陷 是 它 没有 给 出 求 模 p 原 根 的 
具体 方法 .我 们 能 做 的 是 逐个 检查 4a =2, a =3, a =5, a =6,，…， 直 到 求 得 使 得 e,(a) = 
p -1 的 a 的 值 ， (你 知道 为 什么 4 不 可 能 是 原 根 吗 ?) 然 而 ,一 旦 求 得 模 p 的 一 个 原 根 ， 就 不 
难 求 得 所 有 其 他 原 根 ( 见 习题 21.6). 

原 根 定 理 的 证 明 ”我 们 使 用 数论 中 最 有 效 的 技巧 之 一 一 一 计数 来 证 明 原 根 定理 .你 可 
能 想 知 道 计数 为 何如 此 有 效 ， 毕 竟 ， 这 是 在 幼儿 园 教 的 最 初 几 件 事 之 一 ， 我 们 所 做 的 是 取 
一 个 数 集 ， 用 两 种 不 同方 法 数 这 个 集合 有 多 少 个 数 . 用 两 种 不 同方 法 计数 ， 然 后 比较 结果 的 


2 3 
Qa 0 ,0 


名 这 是 "我 需要 知道 的 每 件 事 都 根植 于 幼儿 园 所 学 的 知识 "的 又 一 例证 ， 虽 然 证 明 数论 中 的 定理 不 太 可 能 是 Robert 
Fulghum 写 书 时 想到 的 基本 技能 之 一 . 
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这 种 思想 广泛 应 用 于 数论 (实际 上 所 有 数学 领域 ) 中 . 
对 1 与 p -1 之 间 的 每 个 数 a， 次数 e,(a) 整 除 p -'1 所以， 对 整除 p -1 的 每 个 数 d， 我 
们 也 许 会 问 有 多 少 个 a 其 次 数 e,(a) 等 于 d， 记 这 个 数 为 y(d)， 换 句 话 说 ， 
yw(d) = (使 得 1 < a <p 且 e,(a) = d 成立 的 a 的 个 数 ). 
特别 地 ，y(p -1) 是 模 p 的 原 根 的 个 数 : 
设 n 是 整除 p -1 的 任何 整数 ， 比 如 说 p -1=nk， 则 可 将 多 项 式 祝 " -1 分解 成 
Xr -l=X*-l 
= (X")* = 
=(X" 1)(CX) + (KX) + + (XX) + X"* +1). 
我 们 数 一 下 这 些 多 项 式 模 p 有 和 多少 个 根 . 
首先 ， 注 意 到 
Xr -1=0(modp) 恰 好 有 P-1 个 解 ， 
因为 费 马 小 定理 告诉 我 们 王 =1，2， 3，…, p -1 是 所 有 解 ， 另 一 方面 ， 
8 -1=0(modPp) 
至 多 有 个 解 ， 且 
(XK) + (CX) T+ +X +1=0(modp) | 
至 多 有 nk -n 个 解 ， 更 一 般 地 ， 如 果 F(X) 是 整 系数 D 次 多 项 式 ， 则 同 余 式 F(X) ==0(mod 
P) 至 多 有 0D 个 解 ， 我们 将 这 个 事实 留 作 习 题 供 读者 证 明 . 


因此 我 们 得 到 
X11 = (XX -1)((X)"! +(X)? + +X" +1). 
模 p 恰 好 有 p 一 1 = 尺 个 根 ” 神 p 至 多 有 n 个 根 模 p 至 多 有 了 -mn 个 根 


使 上 式 成 立 的 仅 有 方法 是 X" -1 模 p 恰好 有 个 根 ， 因 为 否则 的 话 右 边 没 有 足够 多 的 根 ， 这 
就 证 明了 下 述 重要 事实 : 


如 果 n 整除 p -1， 则 同 余 式 XY -1=0(mod p) 恰 好 有 个 根 满足 0<X <p. 


现在 我 们 用 不 同方 法 计数 X"” -1=0(mod p) 的 解 的 个 数 ， 如 果 开 =a 是 解 ， 则 a 三 1(mod p)， 
因此 由 次 数 整除 性 定理 得 到 e, (a) 整 除 n.。 如果 观察 n 的 因数 ， 且 对 n 的 每 个 因数 4d， 我 们 取 
使 得 e,(a) =d 的 那些 a， 则 可 得 到 同 余 式 X" -1=0(mod p) 的 所 有 解 . 换 句 话 说， 如 果 di， 
d,，…，d, 是 nn 的 因数 ， 则 X" -1 三 0(modp) 的 解 的 个 数 等 于 
vd) +y(d) + +y(d,). 

于 是 ,我 们 用 两 种 不 同方 法 已 数 出 X” -1 二 0(mod p) 的 解 的 个 数 ， 首 先 ， 证 明 有 个 
解 ; 其 次 ,证明 有 (di) +y(d;) +… +y(d,) 个 解 ， 这 两 个 数 必然 相同 ， 所 以 仅仅 通过 计 
算 解 的 个 数 便 可 证 明 下 述 优 美的 公式 : 

设 n 整 除 p-1， 和 且 设 d,, d,,，…, d, 是 n 的 因数 ,其 中 包括 1 与 x 则 

yd) ty(d) +… +y(d,) = 也. 

这 个 公式 看 起 来 很 熟悉 ,， 它 恰好 与 第 20 章 证 明 的 欧 拉 由 函数 公式 相同 .我 们 现在 利用 由 与 
少 均 满足 这 个 公式 的 事实 来 证 明 由 与 少 实 际 上 是 相等 的 . 
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我 们 的 第 一 个 观察 是 由 (1) =1 与 (1) =1， 所 以 对 n=1 证 明 完 成 ， 下 面 证 明 当 n=g 
是 素数 时 ， 由 (9) =y(g). 9 的 因数 是 1 与 9， 所 以 
中 9) + 中 (1) = g = yq) + wy(1). 
但 是 , 我们 已 知 $8(1) =yw(1) =1， 因 此 两 边 减 去 1 得 由 (q) = 水 (9). 
n=g 的 情况 如 何 证 明 呢 ? gq? 的 因数 是 1，g 与 99， 因 此 
bq) + hg) + 由 (1) = 9 = yq) +y(g) +y(1). 
但 是 ， 我们 已 知 $(qg) =y(g) 与 9(1) = 几 (1) ， 因 此 从 两 边 消 去 它们 得 $(g*) =yw(g*). 
类 似 地 ， 如 果 对 两 个 不 同 素数 9, 与 9 有 n=9q,9,， 则 nn 的 因数 是 1，g,，9; 与 gg2， 这 
就 给 出 
bq192) + $91) + bq) + 由 (1) = gg = Yq92) + hq) + hg) +y(1), 
消去 已 知 相等 的 项 得 (gg ) =y(gq,9,). 
通过 从 小 的 nm 值 到 较 大 的 n 值 的 研究 ， 说 明了 对 每 个 n 证 明 g$(n) =y(n) 的 思路 ， 更 正式 
地 ， 我 们 可 给 出 一 个 归纳 证 明 . (为 了 另 一 种 归纳 证 明 ， 也 许 要 回顾 第 7 章 算术 基本 定理 的 证 
明 . ) 所 以 ,假设 对 所 有 整数 d <n 已 经 证 明了 中 (d) =yw(d)， 我 们 尝试 证 明 由 (nm) =y(n)， 通 
常设 d,，d,，…，d, 是 nn 的 因数 ,这些 因数 之 一 是 n 自身 ， 所 以 重新 标记 它们 ， 也 可 假设 
d =n， 使 用 中 与 的 求 和 公式 ,我 们 求 得 
b(n) + bd) + hd) + + hd) = n= y(n) +y(d) +y(d) + +y(d,). 
但 是 ， 所 有 数 d;,，d;，…，d, 都 严格 小 于 n， 所 以 ， 由 假设 可 知 对 每 个 i=2, 3，…,， 
中 (d;) =y(d;). 这 说 明 我 们 可 从 等 式 两 边 消去 这 些 值 ， 从 而 得 到 所 期 望 的 等 式 b(n) =y(n). 
概括 地 说 ,我们 已 证 明 对 整除 p -1 的 每 个 整数 n， 恰 好 有 由 (n) 个 数 a 使 得 6,(a) =n. 
取 n=p--1， 可 知 恰好 有 中 (p -1) 个 数 a 使 得 e,(a) =p -1， 但 是 , 满足 e,(4) =p-1 的 a 
是 模 的 原 根 ， 因 此 就 证 明了 有 g(p -1) 个 模 p 的 原 根 ， 由 于 数 $(p -1) 总 是 至 少 为 1， 所 
以 我 们 得 到 每 个 素数 至 少 有 一 个 原 根 . 这 就 完成 了 原 根 定理 的 证 明 . 回 
原 根 定理 告诉 我 们 有 许多 模 p 的 原 根 ， 事 实 上 ， 确 切 地 讲 有 g(p -1) 个 . 令 人 遗憾 的 
是 ,该 定理 根本 就 没有 给 出 关于 哪些 具体 的 数 是 原 根 的 任何 信息 . 假设 我 们 转向 有 关 问 题 ， 
固定 数 a， 问 哪些 素数 p 使 得 a 是 原 根 ， 例 如 ， 对 哪些 素数 p，2 是 原 根 呢 ? 原 根 定理 没有 告 
诉 我 们 任何 相关 信息 ! 
下 面 是 2 到 100 的 所 有 素数 的 次 数 e,(2) 的 列表 ， 为 节省 空间 ， 在 此 将 e,(2) 写 成 6,. 
es =2 es =4 €7 =3 en=10 es =12 en =8 
eo=18 ,es=11 ez =28 el =5 ea = 36 en =20 
e =14 es =23 es =52 es, =58 ea =60 €67 =66 
en =35 en =9 er =39 es =82 ess =11 €or =48 
观察 这 个 表 可 知 2 是 下 述 素 数 的 原 根 : 
pP=3,5,11,13,19,29,37 ,53 ,59 ,61 ,67 ,83. 
你 发 现 什 么 模式 了 吗 ? 如 果 没 有 ， 别 泄气 ,还 没有 人 发 现 简 单 的 模式 .然而 ,20 世纪 20 年 
代 阿 廷 (Emil Artin ) 提出 下 述 猜 想 . 
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猜想 21.3( 阿 廷 猜想 ) 有 无 穷 多 个 素数 p 使 得 2 是 模 p 的 原 根 . 

当然 , 再 没有 比 数 2 更 特殊 的 了 ， 所 以 阿 廷 提出 下 述 猜想 . 

猜想 21. 4( 广义 阿 廷 猿 想 ) 设 整 数 a 不 是 完全 平方 也 不 等 于 -1， 则 有 无 穷 多 个 素数 
使 得 a 是 模 p 的 原 根 . 

虽然 近 几 年 对 阿 廷 猜想 的 研究 已 有 许多 进展 ， 但 阿 廷 猜想 仍 没 有 解决 ， 例 如 ，1967 年 
C. Hooley 证 明 : 如 果 被 称 为 广义 黎 曼 假设 的 猜想 成 立 的 话 ， 则 广义 阿 廷 猜想 也 成 立 ， 引 人 
注目 的 是 ，1985 年 R. Gupta、M. R. Murty 与 R. Heath-Brown, 证 明 广 义 阿 廷 猜想 至 多 有 3 个 两 
两 互 素 的 反例 ， 当 然 ，a 的 这 3 个 被 公认 的 “ 坏 值 "可 能 不 存在 ， 但 是 ， 还 没有 人 知道 如 何 证 
明 它 们 不 存在 ， 也 没有 人 能 证 明 a =2 不 是 坏 值 ， 所 以 阿 廷 最 初 的 猜想 还 没有 被 证 明 . 


习题 


21.1 设 p 是 素数 . 
(a)1+2+3+…+(p~1)(modp) 的 值 是 什么 ? 
(b)1? +22 +32+…+(p-l1):(modp) 的 值 是 什么 ? 
(e) 对 任何 正 整数 上 求 二 +2+3+…+(pP-1) (modp) 的 值 ,证 明 你 的 答案 是 正确 的 . 
21.2 对 任何 整数 a 与 m，gcd(a,，m) =1， 设 e。(a) 是 使 得 %=1(mod mm) 的 最 小 指数 e=>1.， 我 们 称 e, (a) 
为 a 裤 m 的 次 数 . 
(a) 计 算 下 述 e,(a) 的 值 : 
(i)e, (2) (ii)es (2) (iii)eis (3) (iv)eo(3) 
(b) 证 明 e, (a) 总 是 整除 四 (m). 
21.3 在 本 习题 中 将 研究 奇数 m 的 e,(2) 的 值 ， 为 节省 空间 ， 将 e。(2) 写 成 e。， 因 此 对 于 本 习题 ，e, 是 模 
m 余 1 的 2 的 最 小 军 次 . 
(a) 对 每 个 奇数 11<m<19, 计算 e。 的 值 . 
(b) 下 面 的 列表 给 出 了 3 与 149 之 间 所 有 奇数 的 e, 的 值 ( 除 在 (a) 中 已 做 的 11<m<19 外 ). 


es=2 es =4 ey =3. es =6 el 三 怀 术 Ej3 三 半 冰 Els 三 中 册 
C17 三 六 永 elg 三 六 来 ex =6 es =11 e2 =20 e2 =18 ea =28 
el = ea =10 es = 12 e371 =36 e390 =12 ey =20 es =14 
ed =12 ei =23 el =21 es =8 es =52 es =20 esy =18 
es =58 es =60 ew =6 es =12 esr =66 ew =22 er =35 
&y: 三 宙 es =20 em7 =30 e719 =39 es1 =54 es = 82 es =8 
eay =28 es =11 eol = 12 en = 10 es =36 eo =48 ey =30 
eo = 100 ei0 =51 elog =12 eior = 106 elom =36 en =36 elt 三 28 


ens =44 er =12 ei =24 ea =110 en =20 ews =100 el27 =7 
er =14 ea =130 ea3=18 es =36 en =68 el = 138 ed 三 46 
el =00 es =28 el4y =42 e149 = 148 
只 要 gcd(m，n) =1， 便 可 使 用 这 个 表 ， 求 ( 即 猜测 ) 用 eu 与 e, 表示 的 e,, 的 公式 . 
《ce) 用 (b) 中 猜测 的 公式 求 eu 的 值 . (注意 11 227 =103 .109. ) 
(qd) 证 明 你 在 (b) 中 猜测 的 公式 是 正确 的 . 
(e) 由 表格 猜测 用 e,，p, 上 表示 的 ey 的 公式 ,其 中 pp 是 奇 素数 .用 你 的 公式 求 eu 的 值 . (注意 
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68 921 =413. ) 

( 你 能 证 明 (e) 中 猜测 的 ex 的 公式 是 正确 的 吗 ? 

(a) 求 模 13 的 所 有 原 根 . 

(b) 对 整除 12 的 每 个 整数 4， 列 出 满足 1<a<13 与 ey(a) =d 的 a. 

(a) 设 F(X) =X ”+ALX? +AJX? +… +hp_1X+hb 是 多 项 式 ， 其 系数 4, ，4,，…，4, 是 整数 ， 设 
p 是 素数 ， 证 明 同 余 式 F(X) 0(mod p) 至 多 有 D' 个 解 满足 0<X<p. 

(b) 同 余 式 天守 5X +4X* -6 了 -4=0(mod 11) 有 和 多少 个 解 满足 0< 说 <11? 有 4 个 解 ， 或 有 少 于 4 个 
解 吗 ? ， 

《e) 同 余 式 和 姑 -1=0(mod 8) 有 和 多少 个 解 满足 0<X<8? 由 于 存在 多 于 两 个 解 ， 为 什么 没有 说 明 (a) 
是 不 正确 的 ? 

(a) 如 果 g 是 模 37 的 原 根 ， 则 数 g，g* ，…，g* 中 哪些 是 模 37 的 原 根 ? 

(b) 如 果 g 是 模 p 的 原 根 ， 给 出 一 种 容易 使 用 的 法 则 ， 以 确定 g* 是 否 是 模 p 的 原 根 ， 并 证 明 你 的 法 
则 是 正确 的 . 


“(0) 假设 g 是 模 素 数 P=21 169 的 原 根 ， 使 用 (b) 中 的 法 则 来 确定 5 ，g ，…，8 中 的 哪些 数 是 模 


.13 
.14 


21 169 的 原 根 . 

(a) 求 小 于 20 的 所 有 素数 ， 使 得 3 是 其 原 根 . 

(b) 如 果 你 了 解 编写 计算 机 程序 的 原理 ， 求 小 于 100 的 所 有 素数 , 使 得 3 是 其 原 根 ， 
如 果 a =p? 是 完全 平方 数 ，p 是 奇 素数 ,解释 a 不 可 能 是 模 p 的 原 根 的 原因 . 
设 p 是 素数 ,是 不 被 p 整除 的 数 ，b 是 有 模 p 的 上 次 根 的 数 . 求 8 模 p 的 上 次 根 的 个 数 公式 ,并 证 
明 该 公式 是 正确 的 ，( 提 示 : 公式 仅 依 赖 于 p 与 &， 不 依赖 于 b. ) 

编写 程序 计算 e,(a) ， 这 是 使 得 a' 志 1( mod p) 的 最 小 正 指 数 e。( 确 信使 用 事实 : 如 果 对 所 有 1 <e < 
pP/2 有 a' 竺 1(mod p)， 则 e,(a) 自 动 等 于 p-1.) 

编写 程序 ， 求 给 定 素数 p 的 最 小 原 根 . 制作 100 与 200 之 间 所 有 素数 的 列表 ， 使 得 2 是 原 根 . 

编写 程序 ， 使 得 输入 ( 整 系数 ) 多项式 f(X) 和 数 m， 输 出 同 余 式 

f(X) = 0(mod m) 

的 所 有 解 . (不 是 空想 , 令 外 =0,， 1，2，…, 由 -1， 看 看 哪些 值 是 解 . ) 

如 果 a 与 m,n 都 互 素 , 且 gcd(m, n) =1, 求 用 e,(a) 与 e,(a) 表 示 的 e。,(a) 的 公式 . 

对 任何 数 m 宇 2( 不 必 是 素数 )， 我们 称 g 是 模 m 的 原 根 ， 如 果 同 余 于 1(mod m) 的 g 的 最 小 告 次 是 
中 (m)， 换 句 话说， 如 果 gcd(g，m) =1 且 对 所 有 竹 1<k<g(m) 有 pg' 关 1(mod m)， 则 g 是 模 m 的 
原 根 . 

(a) 对 每 个 数 2<m<25， 确 定 是 否 存在 模 m 的 原 根 、( 如 果 你 有 计算 机 ， 对 所 有 m 万 50， 在 计算 机 

上 做 相同 的 事情 . ) 
(b) 使 用 (a) 的 数据 ,猜测 哪些 m 有 原 根 ， 哪 些 m 没有 原 根 . 
(c) 证 明 (b) 中 的 猜测 是 正确 的 . 
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模 索 数 p 的 原 根 g 的 优美 体现 在 每 个 模 p 的 非 零 数 以 g 的 宏 次 出 现 ， 所 以 ， 对 任何 数 1<a 


<p， 我 们 可 选择 徊 

人 
中 恰好 一 个 与 a 模 p 同 余 . 相应 的 指数 被 称 为 以 g 为 底 的 a 模 p 的 指标 ,假设 p 与 g 已 给 
定 ， 则 记 指 标 为 1(a). 

- 例如 ， 如 果 使 用 模 13 的 原 根 2 为 底 ， 则 因为 2” =16=3(mod 13)， 所 以 1(3) =4. 类 似 
地 ， 由 于 2 ”=512=5(mod 13) ， 因 此 1(5) =9.， 为 求 任何 特定 数 的 指标 ， 如 7， 只 和 需 计 算 客 
2，2”，2”,，… (mod 13) ， 直 至 得 到 与 7 同 余 的 数 . 

另 一 种 方法 是 制作 2 模 13 的 所 有 过 的 表格 . 然后 ， 可 由 表 


a 


得 到 所 要 的 任何 信息 ， 例 如 ， 为 求 1(11)， 我 们 搜寻 表 的 第 二 行 直 到 找到 数 11， 则 指标 
1(11) =7 可 从 第 一 行 得 到 . 

这 揭示 了 排列 更 有 用 的 数据 的 另 一 种 方法 ， 我 们 所 做 的 是 重 排 这 些 数 使 得 第 二 行 按照 1 
到 12 的 次 序 排列 ， 然 后 ， 交 换 第 一 行 和 第 二 行 . 这 样 得 到 的 表 的 第 一 行 具有 7 到 12 的 次 
序 ， 其 下 面 的 每 个 数 是 它 的 指标 . 


这 样 ， 很 容易 找 出 任何 已 知 数 的 指标 ， 如 1(8) =3 和 7(10) = 10. 
过 去 ， 数 论 学 家 编写 指标 表 用 于 数值 计算 ?， 下 述 定 理 凸 显 指标 对 计算 很 有 用 的 理由 . 
定理 22. 1( 指 标 法 则 ) ”指标 满足 下 述 法 则 : 
(a)1(ab)=1(a) +1(5)(modp-1) [来 积 法 则 ] 
(b)1(a') 二 k1(a)(mod p -1) [和 容 法 则 ] 
证 明 考虑 到 g 是 原 根 ， 这 些 法 则 基本 上 可 由 通常 的 指数 定律 导出 ， 因 此 ， 要 证 明 
(a) ， 我 们 计算 


可 二 ab i gg 三 Eee (mod p). 


这 意味 着 g"*“ 中 =1(mod p). 但 g 是 原 根 ， 所 以 1(ab) -1(a) -1(b) 必 是 p -1 的 倍 
数 ， 这 就 完成 了 (a) 的 证 明 . 要 证 明 (b)， 我 们 进行 类 似 计算 ， 


四 1839 年 ， 雅 可 比 出 版 《标准 算术 》( Canon Arithmeticus)， 其 中 包含 小 于 1000 的 所 有 素数 的 指标 表 ， 更 近 地 ， 由 
Western 与 Miller 编写 的 包含 了 直到 50 021 的 所 有 素数 的 指标 表 在 1968 年 由 设 在 剑桥 大 学 的 英国 皇家 学 会 出 版 . 


150 


94 第 22 章 


Iok) 
8 


=a = (8")"= 8"" (modp). 

这 蕴涵 1(a*) -h(a) 是 p -1 的 倍数 ， 这 就 得 到 (b). 口 
最 常 犯 的 错误 之 一 是 在 指标 计算 中 将 模 p -1 蔡 换 成 模 p 来 简化 ， 要 牢记 指标 如 指数 那 

样 出 现 ， 费 马 小 定理 中 的 指数 是 p -1 而 不 是 p. 


总 是 通过 模 p -1 来 简化 指标 . 
下 面 简要 解释 一 下 如 何 使 用 指标 法 则 与 指标 表 来 简化 计算 和 解 同 余 式 ， 为 此 ， 下 面 给 出 
了 素数 p=37、 底 为 g =2 的 指标 表 : 


以 2 为 底 的 模 37 的 指标 表 


[rT TT TsToT7T Tr Torn TT TTTe Tr 
es Im mls | elm | ol i | 3 sil7 | 
| | || | 
olsIsimlls Is | ol mls sla lumi ls Tol lel 


如 果 要 计算 23. 19( mod 37) ， 不 是 乘 23 与 19， 而 是 可 以 相 加 它们 的 指标 ， 因 此 ， 
1(23 .19) = 1(23) + 1(19) = 15 +35 = 50 = 14(mod 36). 

注意 计算 模 p - 1， 此 时 为 模 36， 观 察 表 求 得 1(30) =14， 从 而 得 到 23 . 19=30(mod 37) 的 
结论 . 

“ 稍 等 "， 你 可 能 断言 ,“ 使 用 指标 计算 乘积 23' 19( mod 37) 很 费事 .” 用 19 冬 23， 用 37 
除 积 得 余数 ， 这 样 会 更 容易 些 ， 有 一 些 用 指标 计算 寡 会 更 有 力 的 情况 ， 例 如 ， 

7(29”) = 14.1(29) = 14:21 = 294 = 6(mod 36). 

由 表 得 27) =6， 从 而 29” =27(mod 37)， 在 此， 数 29"“ 有 21 位 数 ， 所 以 我 们 不 想 手工 计 
算 29 的 精确 值 ， 而 是 用 模 37 简化 ， 另 一 方面 ， 我 们 已 知 如 何 使 用 逐次 平方 法 (第 16 章 ) 快 
速 计算 29" (mod 37)， 指 标 实 际 上 有 那么 有 用 吗 ? 答案 是 指标 表 不 但 对 直接 计算 有 用 ， 而 且 
是 解 同 余 式 的 有 效 工 具 ， 我 们 给 出 两 点 说 明 . 

第 一 个 例子 ， 考 虑 同 余 式 


Ia) 


举 


19x = 23 (mod 37). 
如 果 x 是 解 ， 则 19x 的 指标 等 于 23 的 指标 ， 使 用 乘积 法 则 再 借助 指标 表 ， 我 们 可 计算 
I(19x) =1(23) 
1(19) + I(x) =/(23)(mod 36) 
35 + I(x) =15(mod 36) 
I(x) = - 20 = 16(mod 36). 
因此 ， 解 的 指标 是 Kx) =16， 再 查 表 可 求 得 *=9(mod 37)， 你 应 该 把 19x=23(mod 37) 的 
这 个 解 同 第 8 章 叙 述 的 更 繁琐 的 方法 相 比 较 ， 当然， 指标 方法 不 可 行 ， 除 非 你 有 已 编纂 好 的 
指标 表 ， 所 以 第 8 章 的 线性 同 余 定理 肯定 不 是 绝对 的 . 
第 二 个 例子 ,我 们 解 一 个 问题 ， 这 个 问题 直到 现在 仍 需 要 大 量 的 元 长 计算 . 求 同 余 式 
3x” = 4(mod 37) 
的 所 有 解 ， 由 取 两 边 的 指标 开始 ， 使 用 乘积 法 则 与 寡 法 则 , 
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1(3x™) =1(4) 
1(3) + 301(x) =1(4)(mod 36) 
26 + 301(x) =2(mod 36) 

307(*) = - 24 = 12(mod 36). 
所 以 ,需要 解 同 余 式 301(x)==12(mod 36) 的 1(x), (提醒 : 两 边 不 要 除 以 6 以 得 到 51(x) = 
2(mod 36) ， 否 则 会 丢失 一 些 解 . ) 在 第 8 章 我 们 学 习 了 如 何 解 这 种 同 余 式 、 一般 地 ， 如 果 
gcd(a，m) 整 除 ce， 则 同 余 式 ax=c( mod m) 有 gcd(a，m) 个 解 ， 否则 没有 解 ， 在 此 种 情况 
下 ，gcd(30，36) =6 确实 整除 12， 所 以 应 该 有 6 个 解 . 使 用 第 8 章 的 方法 ， 或 者 只 是 用 党 
试 法 ， 我 们 求 得 

307(x) = 12(mod 36) 
的 

1I(x) = 4,10,16,22 ,28,34( mod 36). 
最 后 ， 由 指标 表 得 到 % 的 对 应 值 
1(16) =4， 1(25) =10， 1(9) =16， 
1(21) =22, 1(12) =28， 1(28) =34. 
因此 , 司 余 式 3x”=4(mod 37) 有 6 个 解 ， 即 
x 三 16,25,9,21,12,28(mod 37). 
很 容易 叙述 使 用 指标 的 计算 优点 ， 指 标 法 则 将 乘法 转换 为 加 法 ， 将 指数 转换 为 乘法 ， 这 
训 无 疑问 是 相似 的 ， 因 为 恰好 与 对 数 满足 的 法 则 
log(ab) = log(a) +log(b) 与 log(a’) = klog(a) 
相同 ， 由 此 ， 指 标 也 被 称 为 离散 对 数 ， 正 如 廉价 计算 器 普及 的 年 代用 对 数 表 进行 计算 那样 ， 
在 数论 中 用 指标 表 进 行 计 算 ， 当 今 ， 由 于 台式 计算 机 的 广泛 使 用 ， 已 很 少 使 用 指标 表 进 行 数 
值 计算 ， 但 是 指标 仍 作为 一 种 有 用 的 理论 工具 . 
然而 ， 高 散 对 数 在 现代 密码 学 中 扮演 着 重要 的 角色 .假设 给 定 一 个 大 素数 p 以 及 模 p 的 
两 个 数 a 与 g 离散 对 数 问题 (DLP) 是 求 指数 上 使 得 
g' = a(mod p). 

换 名 话说 ,离散 对 数 问 题 要 求 以 g 为 底 的 a 模 p 的 指标 ， 正 如 在 第 16 章 看 到 的 ， 如 果 已 知 g 
与 &， 则 计算 g*(mod p) 要 容易 得 多 。 然 而 ， 如 果 p 很 大 ， 则 在 已 知 a*( mod p) 的 值 时 很 难 求 
得 的 值 ， 可 用 这 种 二 分 法 构造 公 钥 密码 体制 ， 它 类 似 于 用 分 解 大 数 的 困难 性 来 构造 第 18 
章 的 RSA 密码 体制 ， 我 们 在 习题 22.6 中 叙述 一 种 这 样 的 结构 . 


习题 


22.1 用 模 37 的 指标 表 求 下 述 同 余 式 的 所 有 解 . 
(a)12x=23(mod 37) | 
{b)5 和 2 三 18(mod 37) 

(ce)x2=11(mod 37) 
(d)7x” =34(mod 37) 
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(a) 使 用 原 根 3 创建 模 17 的 指标 类， 

(b) 用 你 的 表 解 同 余 式 4x=11(mod 17). 

(c) 用 你 的 表 求 同 余 式 5z 三 7(mod 17) 的 所 有 解 ， 

(a) 如 果 a 与 5 满足 ab=1(mod p)， 那么 指标 1(a) 与 1(8) 的 相互 关系 如 何 ? 
(b) 如 果 a 与 5 满足 a+b==0(mod p)， 那 么 指标 1(a) 与 (5) 的 相互 关系 如 何 ? 


，(c) 如 果 a 与 5 满足 a+b 三 1(mod p)， 那么 指标 1(a) 与 1(8) 的 相互 关系 如 何 ? 


(a) 如 果 上 整除 p -1， 证明 同 余 式 x*==1(mod p) 恰 好 有 上 个 模 的 不 同 解 . 
(b) 更 一 般 地 ， 考 虑 同 余 式 
x* 三 a(mod 也) . 

寻找 使 用 p,，& 的 值 与 指标 1(a) 确 定 这 个 同 余 式 有 多 少 解 的 简单 方法 . 
(c) 数 3 是 模 素 数 1987 的 原 根 ， 同 余 式 z =729{mod 1987) 有 多 少 解 ? (提示 : 729 =34. ) 
编写 程序 ， 使 得 输入 素数 p、 模 p 的 原 根 g 和 数 a， 输 出 指标 (a)， 使 用 你 的 程序 制作 素数 p = 47 与 
原 根 g =5 的 指标 表 . 
在 本 习题 中 ,我们 叙述 被 称 为 EIGamal 密码 体制 的 一 种 公 钥 密码 体制 ， 它 是 以 解 离散 对 数 问题 的 困 
难 性 为 基础 的 . 设 p 是 大 索 数 ，g 是 模 p 的 原 根 ， 下 面 是 Alice 如 何 创建 密 钥 和 Bob 如 何 给 Alice 发 送 
信息 的 . 

第 一 步 ， 为 Alice 选取 一 个 数 大 作为 她 的 密 钥 ， Alice 计算 数 a=g*(mod p)， 她 公开 数 a， 这 是 
Bob( 或 其 他 人 ) 用 来 给 Alice 发 送信 息 的 公 铀 . 

现在 假设 Bob 要 给 Alice 发 送信 息 m， 其 中 mm 是 2 与 p -1 之 间 的 数 ， 他 随机 选取 数 r 并 计算 两 | 
个 数 

el 三 g (modp) 与 0; = ma’(mod p). 

Bob 发 送 给 Alice 数 对 (e, ，e, ). 

最 后 ，Alice 需要 解密 信息 ， 她 首先 使 用 密 钥 大 计算 c=er(mod p)， 接 下 来 她 计算 x=c” (mod p). 
( 即 她 使 用 第 8 章 的 方法 解 cu 三 1(mod p). ) 最 终 她 算出 v= uex(mod p)， 我 们 可 通过 公式 

v=e,: (et) (modp) 

综述 Alice 的 计算 . 
(a) 证 明 当 Alice 完成 计算 时 ， 她 计算 的 数 v 等 于 Bob 的 信息 m. 
(86) 证 明 如 果 有 人 了 解 如 何 解 素数 p 和 以 g 为 底 的 离散 对 数 问 题 ， 则 他 可 读 出 Bob 的 信息 . 
对 本 习题 ,使 用 习题 22.6 叙述 的 ELGamal 密码 体制 . 
(a)Bob 要 使 用 素数 p =163 841 和 以 g =3 为 底 的 Alice 的 公 钥 a = 22 695 给 她 发 送信 息 m =39828. 他 

选择 使 用 随机 数 "= 129 381.， 计算 他 发 送 给 Alice 的 加 密 信 息 (e, ，e,). 
(b) 假 设 Bob 发 送 相同 的 信息 给 Alice， 但 是 ， 他 选择 7 的 不 同 值 . 密码 电文 会 是 相同 的 吗 ? 
(c) Alice 已 选取 素数 380 803 且 以 g =2 为 底 的 密 钥 k=278 374， 她 收 到 Bob 的 信息 (由 三 个 信息 段 组 

成 ) 

(61745,206 881), (255 836,314674), (108 147,350768). 
解密 信息 ， 并 使 用 第 18 章 的 数字 一 字母 转换 表 将 它 转换 成 字母 . | 


第 23 章 ” 模 p 平 方 剩 余 


我 们 已 经 知道 如 何 解 线性 同 余 式 ( 见 第 8 章 ) 
ax 三 c( mod m), 
现在 要 考虑 更 重要 的 二 次 同 余 式 方程 ， 在 接 下 来 的 三 章 中 ， 我 们 致力 于 回答 下 述 类 型 的 
问题 : 
。 3 是 否 与 某 个 数 的 平方 模 7 同 余 ? 
。 同 余 式 x = -1(mod 13) 是 否 有 解 ? 
。 对 哪些 素数 p， 同 余 式 x* =2( mod p) 有 解 ? | 
对 前 两 个 问题 ， 我 们 可 以 立即 作出 回答 . 要 检验 3 是 否 与 某 个 数 的 平方 模 7 同 余 ， 只 需 
先 分 别 计算 出 数 0 ~6 的 平方 ， 再 约 化 模 7， 然 后 检查 约 化 后 的 数 中 是 否 有 3， 于 是 
0 = 0(mod 7) 
1* =1(mod7) 
27 = 4(mod 7) 


32 = 2(mod7) 
4* = 2(mod7) 
57 = 4(mod 7) 


8 6° =1(mod7). 
我 们 看 到 3 不 会 与 某 个 平方 数 模 7 同 余 . 类 似 地 ， 如 果 计 算出 数 0 ~ 12 的 平方 ， 再 约 化 模 
13 ， 我 们 会 发 现 同 余 式 妇 = -1(mod 13) 有 两 个 解 : x=5(mod 13) 和 x=8(mod 13)9 . 
像 通 常 一 样 ， 我 们 需要 先 看 一 些 数据 ， 然 后 才能 开始 寻找 模式 并 做 出 猜想 ,对 p =5， 
7,，11 和 13, 下 面 的 表格 给 出 了 模 p 的 所 有 平方 剩余 . 


模 7 


日 在 19 世纪 的 很 长 一 段 时 间 内 ， 数 学 家 们 对 数 -1 这 个 概念 感到 很 不 安 ， 现 在 的 称呼 “虚数 "仍然 反映 了 那 种 忧 
虑 . 但 是 ， 如 果 考 虑 模 ， 比 如 模 13， 那 么 v -1 就 没有 任何 神秘 之 处 了 ， 事实 上 , 5 和 8 都 是 -1 模 13 的 平 


qq 一 一 
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从 这 些 表 中 ， 我 们 可 以 明显 看 出 一 些 有 趣 的 模式 . 例如， 每 个 平方 剩余 (0 除外 ) 似乎 恰 
好 出 现 两 次 ， 比如， 对 模 11,， 5 是 4 和 37 的 平方 剩余 ， 而 对 模 13，3 是 4 和 9 的 平方 剩余 . 
事实 上 ， 如 果 我 们 从 中 间 折 车 每 张 表 ， 作 为 平方 剩余 的 数字 在 最 上 端 和 最 下 端 是 相同 的 . 

如 何 用 公式 描述 这 个 模式 呢 ? 我 们 说 数字 的 平方 剩余 与 数 记 -2 的 平方 剩余 是 模 p 相同 
的 ， 事 实 上 ， 我 们 已 经 用 公式 表达 了 这 个 模式 ， 它 是 很 容易 证 明 的 ， 即 

(p-b)’=p -2pb+b’ = bb (modp). 
因此 ， 如 果 要 列 出 模 户 的 所 有 ( 非 零 ) 平 方 剩余 ， 只 需 计 算出 其 中 的 一 半 : 
1’(mod p) ,2° (mod p) ,3° (mod p),… ,(65 1) (no p). 
我 们 的 目的 是 发 现 模 式 ， 以 便 用 来 区 分 模 忆 的 平方 剩余 与 非 平 方 剩余 ， 最 后 ， 将 会 导出 


整个 数论 中 最 漂亮 的 定理 之 一 一 一 二 次 互 反 律 . 但 是 ， 首 先 要 给 我 们 所 要 研究 的 数 指定 一 些 
名 称 ， 


与 一 个 平方 数 模 p 同 余 的 非 零 数 称 为 模 p 的 二 次 剩余 ， 不 与 任何 一 个 平方 数 模 

p 同 余 的 数 称 为 模 p 的 (二 次 ) 非 剩 余 ， 我 们 将 二 次 剩余 简 记 为 QR， 而 二 次 非 剩余 

简 记 为 NR， 与 0 模 p 同 余 的 数 既 不 是 二 次 剩余 ， 也 不 是 二 次 非 剩余 . 

我 们 用 表格 中 的 数据 为 例 来 说 明 这 些 术语 : 3 和 12 是 模 13 的 QR， 而 2 和 5 是 模 13 的 
NR， 注意; 之 所 以 2 和 5 是 NR， 是 因为 2 和 5 不 在 模 13 的 平方 剩余 列表 中 出 现 ， 模 13 的 
所 有 QR 的 集合 是 [1，3, 4，,9，10，12| ， 所 有 NR 的 集合 是 {12，5，6，7，8，11}， 类 似 
地 , 模 7 的 QR 的 集合 是 |1，2，, 4| ， 而 模 7 的 NR 的 集合 是 |3，5，6|}. 

注意 到 模 13 的 二 次 剩余 有 6 个 ， 二 次 非 剩余 有 6 个 ; 模 7 的 二 次 剩余 有 3 个 ， 二 次 非 
剩余 有 3 个 ， 利 用 已 经 得 到 的 式 子 (p -5)*= 刀 (mod p) ， 我 们 可 很 容易 地 证 明 模 任意 ( 奇 ) 
素数 的 二 次 剩余 的 个 数 与 二 次 非 剩余 的 个 数 是 相等 的 ， 

定理 23.1 设 p 为 一 个 奇 素数 ， 则 恰 有 8 了 个 模 p 的 二 次 剩余 ， 且 恰 有 2 个 模 p 的 二 


次 非 剩余 ， 
证 明 二 次 剩余 是非 零 数 ， 它 们 是 模 p 平方 剩余 ， 因 此 它们 是 下 面 这 些 数 : 
12,22,…，,(P -1)’(mod p). 
但 是 ， 我 们 前 面 已 说 明 ， 只 需 计 算 到 一 半 ， 
,27,0231) (m0dp), 
因为 如 果 计 算出 余下 的 平方 剩余 


(于 四 ,ep 2) ,p ~ 1)* (modp), 
则 会 出 现 与 前 面 顺序 颠倒 的 相同 的 数 ， 因 此 ， 要 证 明 恰 好 有 2 上 个 二 次 剩余 ， 只 需 验证 1， 


2 ，…，(21] 槛 是 两 两 不 同 的 
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假设 与 如 都 是 1 到 2 1 之 间 的 数 ， 且 满足 他 三 及 (mod p)， 我 们 要 证 明 5, =b,， 条 件 


玉生 如 (mod p) 说 明 

PP 整除 也 -b= (b, -6b,)(b, +b,). 
然而 ,，b, +b, 是 2 到 p ~-1 之 间 的 数 ， 因 此 不 可 能 被 p 整除 ， 故 p 必 整 除 5, -5,， 但 是 1 b, - 
b,1 <(p-1)/2， 所 以 5, -b, 可 被 p 整除 的 唯一 方式 只 能 是 5, =5,， 这 就 证 明了 2? ，…， 


与 +] 模 p 是 两 两 不 同 的 ， 因此 恰好 有 一 2 二 1 个 模 p 的 二 次 剩余 ， 现 在 只 需 注 意 到 1 到 p - 


之 间 有 p -1 个 数 . 如 果 ee 则 剩 下 的 另 一 半 必 是 二 次 非 剩 余 . 口 

假设 取 两 个 二 次 剩余 并 对 它们 作 乘 积 ， 那 么 得 到 的 是 一 个 QR 还 是 一 个 NR, 或 者 有 时 
得 到 QR 有 时 得 到 NR 呢 ? 例如 ,，3 和 10 是 模 13 的 QR， 它 们 的 积 3 .10 =30=4(mod 13 ) 也 
是 模 13 的 QR， 事实 上 ， 对 这 个 问题 不 需要 计算 便 有 明确 的 答案 ， 因 为 两 个 平方 数 的 乘积 一 
定 是 平方 数 ， 我 们 可 以 给 出 如 下 的 正式 证 明 ， 假 定 a, ，a, 都 是 模 p 的 QR， 妈 存在 数 b, 和 b,， 
使 得 a, 二 51(mod p) ，a; = 如 (mod pP)， 将 这 两 个 同 余 式 相 乘 ， 得 到 ao = ( 刀 思 ) (mod p)， 此 
即 表 明 aa, 是 一 个 QR. 

如 果 对 一 个 QR 和 一 个 NR 作 乘 积 ， 或 是 对 两 个 NR 作 乘 积 ， 那 么 情况 就 不 像 上 面 那样 
明了 . 下 面 是 一 些 例 子 ， 其 中 采用 了 前 面 表 格 中 的 数据 : 


QR x NR= ?7 (mod p) NR x NR=7? (mod p) 

2 x5=3(mod 7) NR 3x5=1(mod 7) QR 
5x6=8(mod 11) NR 6 x7=9(mod 11) QR 
4x5=7{(mod 13) NR 5xll=3(mod 13) QR 


10 x7=5(mod 13) NR 7x1l==12(mod 13) QR 


因此 ， 将 一 个 二 次 剩余 与 一 个 二 次 非 镜 余 相 莱 ， 似 乎 得 到 一 个 二 次 非 剩 余 ， 而 两 个 二 次 

非 剩余 的 乘积 似乎 是 一 个 二 次 剩余 ， 若 用 符号 表示 ， 可 以 写成 
QR x QR = OR, QR x NR = NR, NR x NR = QR. 

我 们 已 知 第 一 个 关系 式 是 正确 的 .在 验证 另 两 个 关系 式 之 前 ， 我 们 先 讨论 一 下 原 根 与 二 次 剩 
余 的 关系 . 

设 5 是 模 只 的 一 个 原 根 ， 原 根 定理 (第 21 半 ) 确 保 了 这 样 的 原 根 轩 a。 那么 g 的 窜 

8 人 

给 出 了 模 p 的 所 有 非 零 剩余 ， 我 们 知道 其 中 的 一 半 是 二 次 剩余 ， 另 一 半 是 二 次 非 镜 余 如何 
确定 哪些 是 二 次 剩余 ， 哪 些 是 二 次 非 镜 余 呢 ? 

当然 ，g” 是 一 个 QR， 因 为 它 显然 是 一 个 平方 数 . 类 似 地 ，g'! 是 一 个 QR， 因 为 它 等 于 
(g*)*，g' 是 一 个 QR， 因 为 它 等 于 (g* )*， 继 续 这 种 计算 ， 我们 会 看 到 g 的 每 个 偶 次 寡 ( 比 
如 g”*) 是 一 个 QR， 因 为 它 等 于 (g")* 由 此 可 知 ，g 的 偶 次 宕 确实 是 一 个 QR. 


在 5， 人 8，…，& -中 ， 恰 有 一 半 是 偶 次 罕 ， 另 一 半 是 奇 次 宕 注意 到 恰 有 2 个 模 


100 第 23 章 


的 二 次 剩余 ， 因 此 ，g 的 偶 次 塞 必定 给 出 了 所 有 的 二 次 剩余 ， 剩 下 的 数 ， 即 g 的 奇 次 窜 ， 必 
定 是 二 次 非 剩余 S. 

下 面 用 另 一 种 方式 来 叙述 ， 回 想 一 下 ,a 模 p 的 指标 (对 原 根 g) 是 指 满足 性 质 a=g"” 
(mod p) 的 军 1(a)， 因 此 ,车 a 与 g 的 偶 次 短 同 余 ， 则 a 的 指标 是 偶数 ， 若 a 与 g 的 奇数 宕 
同 余 ， 则 a 的 指标 是 奇数 . 


为 偶数 的 那些 数 a 为 奇数 的 那些 数 a. 
利用 二 次 剩余 与 二 次 非 剩 余 的 这 种 描述 ， 可 以 很 简单 地 证 明 二 次 剩余 的 乘法 法 则 . 
定理 23.2{ 二 次 剩余 乘法 法 则 一 一 版 本 1) 设 p 为 奇 素数 ， 则 
(让) 两 个 模 p 的 二 次 剩余 的 积 是 二 次 剩余 . 
(ii) 二 次 剩余 与 二 次 非 剩余 的 积 是 二 次 非 剩 余 . 
{iii) 两 个 二 次 非 剩 余 的 积 是 二 次 剩余 . 
这 三 条 法 则 可 用 符号 表示 如 下 : 
QR x QR = QR, QR x NR = NR, NR x NR = QR. 
证 明 ”对 与 p 互 索 的 任意 两 个 数 a，b， 由 指标 的 乘积 法 则 (第 22 章 ) 知 
I(ab) = 1(a) + 1(b) (modp -1). 
注意 到 p -1 是 偶数 ， 因 为 我 们 已 假定 p* 是 奇 素数 ， 从 而 有 
I(ab) = I(a) +1(6) (mod 2). 
( 换 句 话说 ， 因 为 p ~1 整除 1(ab) -1(a) -1(5), 且 p-1 是 偶数， 所 以 2 整除 1(ab) - 
1(a) -1(b). ) 下 面 对 a, 4 的 取 值 分 三 种 情形 进行 讨论 . 
(让 车 a 与 5 都 是 二 次 剩余 ， 则 1(a) 与 1(8) 都 是 偶数 ， 因 此 
I(ab) = Ia) +1(b)=0+0=0(mod2). 
故 I(ab) 是 偶数 ， 从 而 ab 是 二 次 剩余 . | 
(ii) 若 a 是 二 次 剩余 ,6b 是 二 次 非 剩余 ， 则 I(a) 是 偶数 ，I(8) 是 奇数 ， 因 此 
l(ab)=JI(a) #1(6) =0+1=1(mod2). 
故 1(ab) 是 奇数 ， 从 而 ab 是 二 次 非 剩余 . 
( 访 ) 最 后 ， 若 a 与 6 都 是 二 次 非 镜 余 ， 则 I(a) 与 1(58) 都 是 奇数 ， 因 此 
I(ab) = I(a) +1(b)=1+1=0(mod2). 
故 1(ab) 是 偶数 ， 从 而 ob 是 二 次 剩余 . 3 日 
以 上 我 们 证 明了 二 次 剩余 的 乘法 法 则 ， 现 在 观察 下 面 的 公式 : 
QR x QR = QR, QR x NR = NR, NR x NR = QR. 
这 些 法 则 会 让 你 想起 什么 吗 ? 如 果 没 有 有， 下 面 是 一 个 提示 . 假定 用 数字 代替 符号 QR 与 
NR， 什么 数字 会 有 效 呢 ?” 对 了 ， 符 号 QR 如 同 +1 而 符号 NR 如 同 -1， 注意 到 有 点 神秘 的 
第 三 条 法 则 一 一 两 个 二 次 非 剩 余 的 乘积 是 一 个 二 次 剩余 ， 这 反映 了 同样 神秘 的 法 则 ( -1) x 


© 除去 所 有 的 二 次 剩余 后 ， 剩 下 的 数 ， 无论 多 么 不 可 能 ， 都 必定 是 二 次 非 镜 余 ! 
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( -1) = +19, 
勒 让 德 (Adrien-Marie Legendre ) 观察 到 QR 与 NR 的 性 质 同 +.1 与 -1 的 性 质 类 似 ， 于 是 
他 引 人 了 下 面 非 常 有 用 的 符号 . 


a 模 p 的 勒 让 德 符 号 是 
[本 = { 1 营 。 是 模 的 二 次 和 人 
Pp -1 若 a 是 模 p 的 二 次 非 剩 余 . 


例如 ， 采 用 前 面 表格 中 的 数据 ， 有 


出- 划 -- 例 -5 的 *- 


利用 勒 让 德 符 号 ， 二 次 剩余 的 乘法 法 则 可 用 一 个 公式 表 出 ， 
定理 23.3( 二 次 剩余 乘法 法 则 一 一 版 本 2) 设 p 为 奇 素数 ， 则 


呈 员 是 于 | 


勒 让 德 符 号 在 计算 中 非常 有 用 . 例如， 假定 想 知道 75 是 不 是 模 97 的 平方 镜 余 ， 可 以 


计算 


7)= (~ )= (5)()(5) = ( 列 


注意 到 [ 襄 ) 是 +1 还 是 -1 无 关 紧要 ， 因 为 它 出 现 两 次 , 且 ( +1)* = ( -1)* =1， 现 在 我 们 
观察 到 10 =3( mod 97) ， 所 以 3 是 一 个 QR， 因 此 


当然 ， 


( 列 = ( 列 ” 


我 们 能 够 判断 出 3 是 模 97 的 一 个 QR 有 些 幸 运 ， 有 没有 一 种 方法 可 以 不 靠 幸运 或 反复 试 


验 就 能 计算 出 像 { 芒 } 这 样 的 黄 让 德 符号 呢 ? 答案 是 肯定 的 ， 我 们 将 在 后 续 的 章节 进行 讨论 


习题 


23. 1 


品 23.2 


列 出 模 19 的 所 有 二 次 剩余 与 二 次 非 剩 余 . 
编写 一 个 程序 ， 输 入 为 素数 p， 而 输出 为 下 面 的 两 个 数 : 
4 = 模 p 的 所 有 满足 1 < a <p 的 二 次 剩余 a 的 和 ， 
B = 模 p 的 所 有 满足 1 < a <p 的 二 次 非 剩余 a 的 和 . 
例如 ， 车 p=11， 则 二 次 剩余 为 
l=1(mod1l), 2* = 4(mod11), 3* = 9(mod11), 4*=5(mod11), 5 = 3(mod 11), 
因此 ， 
A=1+4+9+5+3=22, B=2+6+7+8+10 = 33. 


日” 你 可 能 不 再 认为 公式 ( -1) x ( -1) = +1 是 神秘 的 了 ， 因 为 你 对 它 已 很 熟悉 ,但 是 ， 当 你 第 一 次 见 到 它 时 ， 应 


该 感觉 到 它 的 神秘 ， 停 下 来 思考 一 下 ， 并 没有 什么 明显 的 原因 说 两 个 负数 的 委 积 必须 是 正 数 .你 能 对 〔( -1) x 
( -1) 必 等 于 +1 给 出 一 个 有 说 服 力 的 证 骨 吗 ? 


161 
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(a) 对 所 有 满足 p <100 的 素数 列 出 4 和 B. 

(b)4+B 的 值 等 于 多 少 ? 证 明 你 的 猜测 . 

(c) 计 算 4(mod p) 和 B(mod pp)， 寻 找 模式 并 证 明之 ， 

(d) 对 哪些 素数 有 4 = 8? 阅读 完 第 24 章 后 ， 证 明 你 的 猜测 . 

(e) 若 4 关 B, 4 与 妃 哪 一 个 会 更 大 呢 ? 尝试 证 明 你 的 猜测 ， 不 过 这 是 一 个 很 难 的 问题 . 

数 a 称 为 模 p 的 三 次 剩余 ， 是 指 它 与 一 个 立方 数 模 p 同 余 ， 也 就 是 说 ， 存 在 一 个 数 b 使 得 a=8 (mod p). 

(a) 对 p=5, 7，11，13， 列 出 模 p 的 所 有 三 次 剩余 . 

(b) 找 出 两 个 数 a, 和 4,， 使 a, ，5b, 都 不 是 模 19 的 三 次 剩余 , 但 a1b, 是 模 19 的 三 次 剩余 ， 类 似 地 ， 
找 出 两 个 数 a, 和 5b, ， 使 a, ，6b,，a,b, 都 不 是 模 19 的 三 次 剩余 . 

(e) 若 p=2(mod3) ， 对 哪些 e 是 三 次 剩余 作 一 个 猜测 并 证 明之 . 

(d) 车 p 二 1(mod 3)，, 证 明 a 是 模 p 的 三 次 剩余 当 且 仅 当 a 的 指标 1(a) 能 被 3 整除 . 


第 24 章 ” -1 是 模 p 平 万 剩余 吗 ?2 呢 


在 前 一 章 中 ， 对 各 种 素数 p， 我 们 讨论 了 模 p 的 二 次 剩余 和 二 次 非 剩余 ， 例 如 ， 制 作 了 
一 个 模 13 的 平方 剩余 表格 ， 从 表 中 可 以 看 出 3 和 12 是 模 13 的 QR， 而 2 和 5 是 模 13 
的 NR. 

为 了 与 数学 的 所 有 优良 传统 保持 一 致 ， 我 们 倒 过 来 看 这 个 问题 ， 原 来 是 对 给 定 的 素数 
p， 列 出 所 有 是 QR 和 NR 的 a， 现在 我 们 给 定 “<， 看 看 对 哪些 素数 p，a 是 QR， 为 弄 清 问题 
所 在 ， 我 们 先 从 a = -1 开始 ， 我 们 要 回答 的 问题 如 下 : 

对 哪些 素数 p，-1 是 QR? 
也 可 以 将 这 个 问题 以 其 他 方式 表达 ， 比 如 “对 哪些 素数 p， 同 余 式 ** = -1( mod p) 有 解 ?" 或 
“对 哪些 素数 p，( 二 -) =17" 

一 如 继 往 ， 我 们 在 做 出 假设 之 前 需要 一 些 数据 ， 对 于 一 些 较 小 的 素数 p， 可 以 制作 17， 
2?，3? ，.…( mod p) 的 表格 ， 并 检查 其 中 是 否 有 数 与 -1 模 p 同 余 ， 这 样 便 可 毫 不 费力 地 回答 
上 面 的 问题 ， 例 如 ， -1 不 是 模 3 的 平方 剩余 ， 因 为 1 闪 ~1(mod 3) ,27 类 -1(mod 3), 而 
-1 是 模 5 的 平方 剩余 ， 因 为 2*= -1(mod 5)， 下 面 是 一 张 更 详细 的 表 . 


从 上 面 的 表 中 ， 我 们 可 以 编辑 出 如 下 数据 : 
对 p=5，13，17，29，-1 是 二 次 剩余 . 
对 p=3, 7, 11,19, 23,31，-1 是 二 次 非 剩 余 . 
不 难看 出 如 下 模式 : 若 p 与 1 模 4 同 余 ， 则 -1 似乎 是 模 的 二 次 剩余 ; 若 p 与 3 模 4 同 
余 ， 则 -1 似乎 是 二 次 非 剩 余 . 可 用 勒 让 德 符 号 来 表示 这 个 猜测 : 
(=—{ 车 p 三 1(mod 4)， 
Pp -1 车 p= 3(mod 4). 
我 们 对 以 下 几 种 情况 验证 此 猜测 ， 接 下 来 的 两 个 素数 37 和 41 都 是 模 4 余 1 的 ， 果然 ， 
x 三 -1(mod 37) 有 解 x = 6,31(mod 37) ， 
x 三 -1(mod 41) 有 解 * = 9,32(mod 41). 
类 似 地 ， 再 接 下 来 的 两 个 素数 43 和 47 都 是 模 4 余 3 的 ， 并 且 可 以 验证 -1 是 模 43 和 47 的 
二 次 非 剩 余 ， 我 们 的 猜测 看 起 来 是 正确 的 . 
用 来 证 明 猜 想 的 工具 称 为 “ 费 马 小 定理 的 平方 根 ”， 你 很 可 能 会 问 ， 如 何 取 一 个 定理 的 
平方 根 呢 ? 回忆 一 下 ， 费 马 小 定理 (第 9 章 ) 是 指 
OP ”二 1(mod p). 
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当然 ， 我 们 并 不 是 真 的 取 此 定理 的 平方 根 ， 而 是 取 a*” 的 平方 根 ， 全 全 因此 ， 
我 们 要 回答 下 面 的 问题 : 


设 4=a2- 22， 4(modp) 的 值 是 多 少 ? 
很 显然 ， 若 对 4 平方 ， 则 由 费 马 小 定理 有 
4 = a = 1(modp). 
因此 , p 整除 4 -1=(4-1)(4+1)， 从 而 要 么 p 整除 4-1， 要么 p 整除 4+1. (注意 我 们 
是 如 何 使 用 第 7 章 开 始 被 证 明 的 素数 性 质 的 . ) 因此，4 必 与 1 或 -1 同 余 . 
下 面 是 p，a，4 的 一 些 随机 取 值 ， 为 方便 比较 ， 我 们 也 给 出 了 惑 让 德 符号 二] 的 值 ， 


你 看 出 什么 模式 了 吗 ? 


当 & 是 二 次 剩余 时 ， 似 乎 是 4= 1(mod p); 当 a 是 二 次 非 剩余 时 ,似乎 是 4= -1(mod p). 
换 句 话说 ， 4(mod p) 与 勒 让 德 符号 [部] 似乎 有 相同 的 值 我 们 可 利用 原 根来 证 明 此 论断 ， 


它 被 称 为 欧 拉 准 则 . 5 
定理 24. 1( 欧 拉 准 则 ) 设 p 为 奇 素数 ， 则 


a-D72 二 (号 ) mod p). 


证 明 设 g 是 模 p 的 一 个 原 根 .每 个 数 a 都 与 g 的 某 个 寡 同 余 ， 并 且 我 们 已 知 当 e 正好 
与 g 的 偶 次 寡 同 余 时 是 二 次 剩余 ， 我 们 先 考 虑 a 是 二 次 剩余 的 情形 ， 然 后 再 考虑 a 是 二 次 
非 剩 余 的 情形 . 


因此 ,假定 a 是 一 个 QR, 即 (所) =1 a 是 一 个 QR 意味 着 a 是 & 的 偶 次 宕 ， 比 如 说 = 


g”(mod p)， 我 们 可 用 费 马 小 定理 (第 9 章 ) 来 计算 
oar = (gs (pg) =1 =1(modp). 


因此 ,车 a 是 一 个 QR， 则 o Vs (s) (mo p). 


再 假定 a 是 一 个 NR， 即 (二 = -1. a 是 一 个 NR 意味 着 a 是 & 的 奇 次 寡 ， 即 a= 
g*"!1(mod p)， 同 样 利用 费 马 小 定理 计算 
QtP-1)42 三 《4 = (gr ) ds 5 g'" "2 (modp). 


当然 ，g”…“ 必 与 +1 或 -1 模 p 同 余 . 但 由 于 & 是 原 根 ， 所 以 g 的 与 +1 同 余 的 最 小 窒 次 
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是 p -1， 这 意味 着 g”“"” 必 与 -1 模 p 同 余 ， 由 此 可 得 
ao =-1(modp). 


这 样 就 证 明了 当 a 是 一 个 NR 时 ， a (SF) mod p): 口 


利用 欧 拉 准则 ， 很 容易 确定 -1 是 不 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 例 如 ， 如 果 想 知道 -1 是 不 是 
模 p =6911 的 平方 剩余 ， 只 需 计 算 
人 (~- 1)” 守 = 
由 欧 拉 准则 可 知 


(i) = -1(0mod 6911). 


但 (全 } 只 能 是 +1 或 -1， 因此 必 有 有 | 


类 似 地 ， 对 素数 p =7817， 有 
( 1) (0997 人 = (=) s1. 


因此 ，( 却 17) = 1， 故 - 1 是 模 7817 的 二 次 剩余 ， 注 意 ， 虽然 我 们 知道 同 余 式 


x =-1(mod7817) 
有 人 解 ， 但 还 没有 有 效 的 方法 将 解 求 出 ， 它 的 解 其 实 是 
x = 2564(mod 7817) 和 4 = 5253(mod 7817). 
正如 上 面 两 例 所 表明 的 那样 ， 利 用 欧 拉 准 则 可 以 完全 确定 哪些 素数 以 -1 为 二 次 剩余 . 
这 个 优美 的 结果 正 是 二 次 互 反 律 的 第 一 部 分 内 容 ， 它 回答 了 本 章 标题 中 提出 的 第 一 个 问题 . 
定理 24.2{( 二 次 互 反 律 一 一 第 工 部 分 ) 设 p 为 奇 素数 ， 则 
-1 是 模 p 的 二 次 剩余 , 若 p 三 1(mod 4)， 
-1 是 模 疡 的 二 次 非 剩 余 , 若 =3(mod 4). 
换 句 话说 ， 用 勒 让 德 符号 可 以 表示 为 \ 
(3)={ 车 p 三 1(mod 4)， 
Pp -1 车 p=3(mod 4). 


而 1] = -1. 故 -1 是 模 6911 的 二 次 非 剩 余 . 


证 明 由 欧 拉 准 则 ， 有 
(- 1)2-04 = (SS) modp). 167 
Pp 
首先 假定 p=1(mod 4) ， 比 如 说 p=4k+1， 则 
CE LYE N22 = (i 二 下 ; 故 1 至 (二 )Cmod p). 
pp! 


但 (二 “只 能 是 1 或 -1， 因此 人 二 二 ] 必 等 于 1 这 就 证 明了 当 p=1(mod 4) 时 ， (三 ) =: 
再 假定 p=3(mod 4) ， 比如 说 p.=4k+3， 则 
(-1)c-02 = (_ Ta =-1， 故 ， -1= (二 )Cmod p). 
Pp 
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这 表明 | 一 二 ) 必 等 于 -1， 从 而 完成 了 二 次 互 反 律 (第 工 部 分 ) 的 证 明 . 口 


我 们 可 以 利用 二 次 互 反 律 的 第 部 分 来 回答 第 12 章 遗 留 的 一 个 问题 . 你 可 能 还 记得 ， 
我 们 曾 证 明 存在 无 穷 多 个 素数 与 3 模 4 同 余 , 但 对 模 4 余 1 的 素数 留 下 了 一 个 类 似 的 未 解决 
的 问题 . 

定理 24.3( 模 4 余 1 素数 定理 ) ”存在 无 穷 多 个 素数 与 1 模 4 同 余 . 

证 明 ”假定 已 给 定 一 列 素数 p,，p;,，…，p,， 它 们 都 是 模 4 余 1 的 ， 我们 将 在 这 列 素数 之 
外 找 出 一 个 新 的 模 4 余 1 的 素数 . 重复 这 个 过 程 ， 便 可 得 到 具有 任意 给 定 长 度 的 素数 列 . 

考虑 数 : 

4 = (2pip2°**p,) +1. 
我 们 知道 4 可 以 分 解 为 素数 的 乘积 ， 设 为 
A = 919g2…9g， 
显然 9, ，9,，*…，g, 不 在 我 们 原来 的 素数 列 中 ， 因 为 每 个 p, 都 不 整除 4， 因此， 只 需 证 明 
至 少 有 一 个 9: 是 模 4 余 1 的 . 事实 上 ， 我们 将 看 到 ， 每 个 9, 都 是 模 4 余 1 的 . 
首先 注意 到 4 是 奇数 ， 所 以 每 个 9; 都 是 奇数 ， 其次， 每 个 9, 整除 4， 因 此 
(2p1p2°°%%p,)” +1 =4=0(mod9i). 
这 意味 着 * =2p,p，…p, 是 同 余 式 
x 三 -1(mod g,) 
的 解 ， 因 此 -1 是 模 g, 的 二 次 剩余 ， 由 二 次 互 反 律 知 
二 1(mod 4). 口 
利用 上 面 定理 证 明 中 的 方法 ， 可 以 产生 一 列 模 4 余 1 的 素数 ， 若 从 p, =5 开始 ， 则 产生 
4=(2p) +1=101， 所 以 得 到 第 2 个 索 数 为 p, =101， 接 着 产生 
4=(2pp) +1 = 1020101, 
它 仍 是 素数 ， 所 以 第 3 个 素数 为 mm =1 020 101， 再 进一步 ， 
4 =(2pipzps) +1 
.=1061 522 231 810 040 101 
=53 . 1613 . 12 417 062 216 309. 
注意 到 素数 53、1613 和 12 417 062 216 309 都 是 模 4 余 1 的 ， 正如 理论 所 预测 的 那样 . 

我 们 已 经 成 功 地 回答 了 本 章 标题 中 的 第 一 个 问题 ， 现 在 转 入 讨论 第 二 个 问题 ， 即 考虑 a = 
2 这 一 所 有 素数 中 “最 奇特 ”的 素数 ， 正 如 对 a = -1 所 做 的 那样 ， 我 们 想 寻 找 对 于 使 得 2 为 模 p 
的 二 次 剩余 的 那些 素数 p 的 简单 特征 ， 你 能 从 下 面 的 数据 中 发 现 模式 吗 ? 其 中 , 若 2 是 模 p 的 
二 次 剩余 ， 则 标 有 x 二 2 的 那 一 行 中 给 出 了 x 三 2(mod p) 的 解 ， 而 若 2 是 二 次 非 剩 余 ， 则 标 
有 NR. 
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根据 2 是 否 为 二 次 剩余 ， 将 上面 的 素数 分 成 两 列 . 
对 于 p =7，17，23，31，41，47，71，73,，79，89，97，103，113，127，2 是 二 次 
剩 人 条 ; 
对 于 p=3,，5，L1，13，19，29,，37，43，53 ，59，61，67，83，101，107，109，2 是 
二 次 非 剩 余 . 
对 a = -1， 结 果 表 明 户 模 4 的 同 余 类 是 至 关 重要 的 . 如 果 我 们 模 4 简化 上 面 两 列 中 的 素 
数 ， 有 没有 类 似 的 模式 呢 ? 下 面 是 模 4 简化 的 结果 . 
7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97, 103, 113, 127 
od 
3, 5, 11, 13, 19, 29, 37, 43, 53, 59, 61, 67, 83, 101, 107, 109 
3, 1, 3, Ys 3 1 dd. 
看 起 来 前 景 不 太 乐 观 . 二 该 尝试 模 3 简化 ， 
7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97, 103, 113, 127 
ll 2 Td 
3, 5, 11, 13, 19, 29, 37, 43, 53, 59, 61, 67, 83, 101, 107, 109 
0 2 yl a 2 (md 3 
前 景 仍 无 改观 .在 放弃 之 前 再 做 一 次 尝试 吧 ， 如 果 我 们 模 8 简化 会 发 生 什 么 情况 ? 
7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 79, 89, 97, 103, 113, 127 
=7, 1, 7,7, 1,7,7,1,7,1,1,7,1,7(mod 8), 
3, 5, 11, 13, 19, 29, 37, 43, 53, 59, 61, 67, 83, 101, 107, 109 
=3, $5, 3, 5, 3, 5, 5, 3, 5, 3, 5, 3, 3,50 3930 50no0d 8 
找到 了 ! 第 一 列 中 全 是 1 和 7， 而 第 二 列 中 全 是 3 和 5， 这 绝 不 是 巧合 ， 它 表明 了 一 般 的 规 
则 : 当 P 模 8 余 1 或 7 时 ，2 是 模 p 的 二 次 剩余 ; 当 p 模 8 余 3 或 5 时 , 2 是 模 p 的 二 次 非 莘 
余 . 用 勒 让 德 符号 表示 ， 可 以 写 为 
(2)2{ 车 Pp 三 1 或 7(mod 8)， 
-1 若 p 三 3 或 5(mod 8). 
能 利用 欧 拉 准则 来 证 明 上 述 猜 测 吗 ? 不 幸 的 是 ， 答 案 是 否定 的 ， 或 者 说 至 少 不 是 显然 
的 ， 因 为 似乎 并 没有 简单 的 方法 去 计算 2 … (mod p). 然而 ， 如 果 我 们 回顾 并 检查 第 9 章 
中 费 马 小 定理 的 证 明 ， 将 会 看 到 : 取出 数 1，2，…, p - 1， 将 每 个 数 与 a 相 乘 ， 然 后 再 把 
所 得 的 各 个 乘积 全 部 相 乘 ， 便 会 得 到 一 个 可 以 提出 的 因子 o -为 了 利用 欧 拉 准则 ， 我 们 只 
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希望 提出 二 (p -1) 个 a 的 因子 ,因此 不 取 所 有 到 pp 的 数 ， 而 只 取 所 有 1 到 广 (p -1 ) 的 数 . 


下 面 利 用 由 高 斯 提出 的 这 种 思想 来 确定 2 是 不 是 模 13 的 二 次 剩余 . 
- 我 们 先 取 1 到 12 中 的 一 半 的 数 : 1,，2，3，4，,5，6. 若 每 个 数 都 乘 以 2， 再 把 所 得 乘积 
全 部 相 乘 ， 可 以 得 到 
2.4.6.8.10.12 =(2:1)(2.2)(2.3)(2 .4)(2.5)(2 6) 
=2.1.2.3.4.5.6 
=2 .61, ， 译 
注意 因子 2" =22 72， 它 正 是 我 们 真正 感 兴趣 的 数 . > 
高 斯 的 想法 是 取 数 2，4, .6，8，10，12， 把 其 中 每 二 个 模 13 简化 ， 得 到 -6 到 6 之 间 
的 数 ， 前 三 个 数 保 持原 样 ， 后 三 个 数 需 减 去 13 才能 简化 到 -6 到 6 之 间 . 于 是 
2 三 2(mod 13) 4 三 4(mod 13) 6 = 6(mod 13) 
. 8=-5(mod13) 10=-3(mod13) 12=-1(mod 13). 
将 上 面 的 式 子 相 乘 ， 得 到 
2.4.6°:8°.10.12=2.4.6.:(-5).(-3).(-1) 
-1) .2.4.6.5.34.1 


=—-61(mod 13). 
让 2.4.6.8.10.12(mod13) 的 两 个 值 相等 ， 得 到 
2 .6!=-6!(mod13). 


这 表明 2 = -1(mod 13) ， 故 由 欧 拉 准则 知 2 是 模 13 的 二 次 非 剩余 . 
我 们 用 同样 的 思想 来 检查 2 是 不 是 模 17 的 二 次 剩余 . 取 数 1 到 8， 每 个 数 与 2 相 科 ,再 
把 所 得 乘积 全 部 相 乘 ， 用 两 种 不 同方 式 计算 所 得 乘积 ， 第 一 种 方式 得 到 
2.4.6.8.10.12.14.16 =28.8!. 
对 于 第 二 种 方式 ， 我 们 将 这 些 数 模 17 简化 ， 使 其 落 入 -8 到 8 之 间 ， 于 是 


2 =2(mod 17) 4 = 4(mod 17) 6 = 6(mod 17) 

8 三 8(mod 17) 10=-7(mod 17) 12 =-5(mod 17) 

14=-3(modi7) 16=-1(mod 17). , 
把 上 面 的 式 子 相 乘 可 得 


2.4.6.8.10.12.14.16=2.4.6.8.(-7).(-5 (3 
=(-1) …8!I(mod 17). 
因此 , 23 .8! =( 一 1) .8!1 (mod 17)， 从 而 2:=1(mod 17)， 故 2 是 模 17 的 二 次 剩余 . 
现在 我 们 来 更 一 般 地 考虑 一 下 高 斯 的 方法 . 设 p 是 任 一 奇 素数 ， 为 使 公式 更 简单 ， 令 


ed 
P= 


从 偶数 2，4，6，…，, p 一 1 开始 ， 将 它们 相 乘 ,并 从 每 个 数 中 提出 因子 2， 可 得 


2.4.6…(p-1) =20052 .1.2 “32 =2°. Pl. 
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下 一 步 是 对 2, 4,，6,…, p -1 模 p 简化 ,使 其 全 部 落 在 ~P 到 PP 之 间 ， 即 -(p-1)/2 到 
(p -1)/2 之 间 ， 前 几 个 数 不 会 改变 ， 而 从 数列 中 的 某 一 项 开始 所 有 数 都 大 于 (p -1)/2， 这 
些 大 数 需 要 减 去 p， 注意 到 负 号 的 个 数 正 是 需要 减 去 p 的 数 的 个 数 ， 即 


负 号 的 个 数 = (2,4,6,…,(p -1) 中 大 于 广 (P -4) 的 数 的 个 数 ). 


下 面 的 图 解 可 能 有 助 于 解释 这 个 过 程 . 
2.4:.6:.8.10.12… |…(p-5).(p-3).(p-1) 
一 一 一 一 -一 一 一 
志 (p-1)/2 的 数 不 变 > (p-1) /2 的 每 个 数 适 沽 去 p 


比较 这 两 个 乘积 ， 可 得 | 
27 .Pl =2.4.6(p -1)=(-1)'1) . pl( mod p), 
从 两 边 约 去 P! 可 得 基本 公式 
F002 三 fs 1 )‘ 训 9 的 个 数 ) ( mod p). 
利用 这 个 公式 ， 容 易 证 明 前 面 的 猜测 ， 从 而 回答 了 本 章 标题 中 的 第 二 个 问题 . 
定理 24.4( 二 次 互 反 律 一 一 第 卫 部 分 ) 设 p 为 奇 素数 ， 则 当 p 模 8 余 1 或 7 时， 2 是 术 172 
PP 的 二 次 剩余 ; 当 p 模 8 余 3 或 5 时 ,2 是 模 p 的 二 次 非 剩余 用 勒 让 德 符 号 表示 为 
(= 人 若 p 硅 1 或 7(mod 8)， 
-1 若 p 三 3 或 5(mod 8). 
证 明 根据 p(mod 8) 的 取 值 ， 有 4 种 情况 需要 考虑 ， 我 们 考虑 其 中 两 种 情况 ， 另 外 两 
神情 况 的 证 明 留 给 读者 。 
先 考 虑 p=3(mod8) ， 比 如 说 p=8 +3. 我 们 需要 列 出 数 2，4,，…, p -1， 并 考虑 其 中 


大 于 广 (p -1) 的 数 的 个 数 ， 此 时 ，p -1 = 中 +2， 于 是 二 (P- 1) = 4 +1， 因 此 ， 分 界线 如 


下 所 示 : 
2.4.6…4k| (4k +2) 。 (4k +4).*(8k +2). 
我 们 需要 计算 竖 线 右边 有 多 少 个 数 . 也 就 是 说 ,在 4+2 与 8k+2 之 间 有 多 少 个 偶数 ? 答案 
是 2k+1 个 . (如 果 你 对 此 不 太 清 楚 ， 可 以 对 一 些 具体 的 上 值 计算 一 下 ， 你 就 会 明白 为 什么 
2k+1 是 正确 的 . ) 这 表明 有 2k+1 个 负 号 ， 因 此 由 上 面 的 基本 公式 可 得 
20-D02 一 (-1)23 =-1(modp). 

由 欧 拉 准 则 知 2 是 二 次 非 剩余 ， 因 此 ， 我 们 证 明了 对 任何 模 8 余 3 的 素数 p，2 是 模 的 二 
次 非 剩 余 . 

再 考虑 模 8 余 7 的 素数 ， 比 如 说 已 = 中 +7， 此 时 ， 偶 数 2， 4，…,，p-1 是 从 2 到 8k+6 


的 数 ， 中 点 是 广 (p -1) = 4 +3， 分 界线 可 表示 为 


2.4.6%(4k +2) | (4k +4) + (4k +6).(8k +6). 


在 竖 线 右边 恰 有 2k+2 个 数 ， 因 此 有 2k +2 个 负 号 .由 此 可 得 
2(r-D/2 三 [1 a 1(mod p), 
由 欧 拉 准则 知 2 是 二 次 剩余 ， 这 就 证 明了 对 任何 模 8 余 7 的 素数 p，2 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 口 
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习题 


24.1 确定 下 述 各 同 余 式 是 否 有 解 . (所 有 的 模 都 是 素数 . ) 
(a)xe -1(mod 5987) (1b) x =6780( mod 6781) 
(c)x* +14x -35=0(mod 337) (dx -64x +943=0(mod 3011) 
(提示 : 对 (c)， 用 二 次 求 根 公式 求 出 所 需要 的 模 337 的 二 次 方 根 .对 (d), 方法 类 似 . ) 
24.2 从 p,=17 开始 ， 利 用 模 4 余 1 素数 定理 中 描述 的 方法 产生 一 列 模 4 余 1 的 岩 数 . 
24.3 下 面 列 出 了 最 初 的 几 个 素数 ， 其 中 一 列 以 3 为 二 次 剩余 ， 另 一 列 以 3 为 二 次 非 剩 余 . 
二 次 剩余 : p=11，13，23，37，47，59，61，71，73，83，97，107，109 
二 次 非 剩余 ; p=5, 7, 17, 19, 29, 31, 41, 43, 53, 67, 79, 89, 101, 103, 113, 127 
对 各 种 不 同 的 m， 尝 试 对 上 面 的 素数 进行 模 m 简化 ， 直 到 发 现 一 种 模式 为 止 ， 并 给 出 一 个 猜想 说 明 
哪些 素数 以 3 为 二 次 剩余 . 
24.4 对 模 8 余 1 和 模 8 余 5 的 素数 ,完成 二 次 互 反 律 第 匡 部 分 的 证 明 . 
24.5 利用 二 次 互 反 律 (第 五 部 分 ) 证 明 中 的 思想 ， 证 明 下 述 两 个 论断 . 
(2) 车 p=(mod 5)， 则 5 是 模 p 的 二 次 剩余 . 
(b) 若 p=2(mod 5)， 则 5 是 模 p 的 二 次 非 剩余 . 


(提示 : 将 数 5，10，15，…， 廊 tp 了 简化 到 - 方 (p -1) 到 祖 (p -1) 之 间 ， 并 检查 其 中 负数 的 


个 数 . ) 
24.6 假设 4 是 模 4 余 1 的 素数 ， 且 p=29+1 也 是 素数 . 《例如 ，94 可 以 等 于 5， 这 时 p=11. ) 证 明 2 是 模 p 
的 原 根 . , ” 
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对 一 个 给 定 的 数 a， 我们 要 确定 哪些 素数 p 以 a 为 二 次 剩余 ， 在 前 一 章 中 解决 了 a= -1 
和 a =2 时 的 问题 ， 在 这 两 种 情形 中 ， 我 们 发 现 可 以 对 一 些 较 小 的 m， 具 体 地 说 ，m =4 或 
m =8， 通 过 查看 p(mod m) 来 确定 a 是 不 是 模 p 的 二 次 剩余 . 

现在 要 解决 的 是 其 他 。 值 的 勒 让 德 符号 (的 计算 问题 例如 ， 假设 要 求 计算 { 祁 }， 
可 利用 二 次 剩余 乘法 法 则 (第 23 章 ) 来 计算 

70、 /12.5.7\_ 12\ VS 7 
(om 
我 们 已 经 知道 如 何 计算 { “| ， 利 下 的 问题 是 计算 { 汪 } 和 |{ 
Pp p p 
一 般 地 ， 如 果 想 对 任意 的 “计算 二) ， 可 以 从 将 a 分 解 为 素数 乘积 开始 ， 设 


( 莱 归 ， 可 以 相同 ) 击 二 次 贡 休 和 法 半 风 可 得 ” 
-的 的 从 
这 就 意味 着 ， 如 果 知 道 如 何 对 素数 9 计算 { 全 ] ， 就 能 对 任意 的 。 计算 { 生 】 ， 因为 到 目前 为 
止 ， 我 们 对 { 全 ] (固定 9， 变动 还 没有 做 任何 事情 ， 所 以 ， 现 在 是 整理 资料 并 用 之 做 出 某 
些 猜测 的 时 候 了 e， 下 面 的 表 将 对 所 有 不 超过 37 的 奇 素数 p，9， 给 出 了 勒 让 德 符号 


[ae 


ee 勒 让 德 符号 (也) 的 值 


后 ”这 是 素数 是 数论 基本 构件 这 一 原理 的 又 一 个 例子 ， 肉 此， 如 果 能 对 所 有 凌 数 解决 某 一 问题 ， 那 么 ， 通 常会 在 对 
所 有 整数 解决 这 个 问题 的 路 上 走 得 顺畅 
全 “是 时 候 了 , "海象 说 道 ,“ 让 我 们 谈天 说 地 ， 谈 论 鞋 子 、 素 数 、 二 次 剩余 ， 还 有 卷心菜 和 国王 .” 
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在 继续 阅读 之 前 ， 我 们 应 当 花 点 时 间 研 究 一 下 这 个 表格 并 试图 发 现 一 些 模式 ， 如 果 不 能 立 
即 发 现 答案 也 不 要 着 急 ， 隐 藏 在 这 个 表格 中 的 重要 模式 有 点 精妙 ， 但 是 我 们 将 会 发 现 ， 亲 自 努 
力 揭 开 这 个 谤 是 非常 值得 的 ， 因 为 这 将 使 我 们 和 勒 让 德 、 高 斯 一 起 享受 发 现 的 激动 之 情 . 

既然 已 经 作出 了 自己 的 猜测 ， 我 们 就 一 起 来 检查 一 下 这 个 表格 . 我们 打算 比较 它 的 行 与 


列 ， 或 者 说 ， 将 这 个 表 沿 对 角 线 反射 后 比较 相应 的 元 素 ， 例 如 ，P =5 的 行为 


它们 相 匹 配 ! 因此 ， 我 们 可 以 猜测 


a 


”对 所 有 素数 p 成 立 ， 你 看 出 这 样 的 法 则 如 何 有 用 了 吗 ? 我 们 正在 寻找 一 种 方法 来 计算 勒 让 德 


符号 ( 记 )， 这 是 一 个 困难 的 问题 ， 但 勒 让 德 符号 (入 ) 是 容易 计算 的 ， 因 为 它 仅仅 依赖 于 


pP(mod 5 ) 的 值 ， 换 句 话 说 ， 我 们 知道 
( 引 = | 1 车 pp 三 1 或 4(mod 5)， 
-1 若 p 三 2 或 3(mod 5). 


如 果 犹 想 ( =|{ 号 j 是 正确 的 ， 那么 我 们 将 会 知道 ， 比 如 说 ，5 是 模 3593 的 二 次 非 剩 余 ， 
因为 


类 似 地 ， 


二 次 互 反 律 ， 113 


(si85) = (35)= (下 = 


因此 ，5 应 该 是 模 3889 的 二 次 剩余 ， 果 然 ， 我 们 发 现 5=2901”( mod 3889). 
为 此 ， 我 们 可 以 继续 猜测 


对 所 有 素数 P，94 成 立 ， 可 是 ， 这 个 猜测 即使 对 表 中 第 一 行 和 第 一 列 也 不 成 立 ， 例 如 ， 


(De 


因此 ，( 也) 有 时 等 于 (所 )， 有 时 则 等 于 一 { 鼠 )， 下 表 将 有 助 于 我 们 找到 一 个 法 则 来 说 明 


ss 何 时 相反 


峡 


观察 此 表 ， 我 们 可 以 取出 对 应 行 、 列 全 是 站 的 素数 : 
p = 5,13,17,29 ,37. 
对 应 行 、 列 不 完全 相同 ( 即 含有 廊 的 行 和 列 ) 的 素数 有 
p = 3,7,11,19 ,23 ,31. 

根据 前 面 的 经 验 ， 这 两 个 素数 列 没有 任何 神秘 之 处 : 前 者 由 模 4 余 1 的 素数 组 成 ， 后 者 由 模 
4 余 3 的 素数 组 成 . 

因此 ， 我 们 的 第 一 个 猜想 是 ， 如 果 p=1(mod 4) 或 g=1(mod 4)， 则 它们 所 对 应 的 行 、 
列 都 相同 ， 可 将 这 个 猜想 用 勤 让 德 符号 表示 . 178 


猜想 如果 p=1(mod 4) 或 g=1(mod 4)， 那么 [二 ) ={ 呈 ). 
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如 果 p 和 4 都 是 模 4 余 3 的 素数 又 会 怎样 呢 ? 通过 观察 表格 ， 我 们 发 现在 每 个 例子 中 
( 全 和 (七 ) 都 相反 这 就 导致 我 们 做 进一步 猜想 . 


猜想 ”如 果 p=3(mod 4) 且 g=3(mod 4) ， 那 和 (三)= (2) 


g 
这 两 个 猜想 的 关系 构成 了 二 次 互 反 律 的 核心 . 
定理 25.1( 二 次 互 反 律 ) 设 P，9 是 不 同 的 奇 素数 ， 则 
( 动 ={ 1 如 果 p 三 1(mod 4)， 
p -1 如 果 p 三 3(mod 4). 
(2)=1 1 如 果 p 三 1: 或 7(mod 8)， 
-1 如 果 p 三 3 或 5(mod 8). 


本 如 果 p = 三 1(mod 4) 或 g= 1(mod 4)， 
- ( 纪 如 果 p 三 3(mod 4) 且 g = 3(mod 4). 
令 人 满意 的 是 ， 我 们 已 经 证 明了 二 次 互 反 律 对 于 | 二 ) 和 | 过) 的 情形 ， 得 对 { 卫 还 未 给 
出 一 般 性 的 证 明 ， 二 次 互 反 律 共有 几 十 种 不 同 的 证 明 ， 其 中 一 个 与 我 们 上 一 章 对 ( 忆 ) 的 证 
明 极 为 相似 ?*， 欧 拉 和 拉 格 朗 日 首先 提出 二 次 互 反 律 ， 但 直到 1801 年 ,高 斯 在 他 的 名 著 《 算 
术 探 讨 》( Disquisitiones Arithmeticae ) 中 才 第 一 次 给 出 证 明 ， 高 斯 19 岁 时 就 独立 发 现 了 二 次 互 
反 律 ， 且 一 生 当 中 给 出 了 7 种 不 同 的 证 明 ! 后 来 ，19 世纪 的 数学 家 提出 并 证 明了 三 次 和 四 
次 互 反 律 ， 这 些 成 果 又 被 包含 于 从 19 世纪 90 年 代 到 20 世纪 20 年 代 和 30 年 代 由 希 尔 伯 特 
(David Hilbert)、 阿 廷 (Emil Artin) 和 其 他 一 些 数学 家 发 展 起 来 的 类 域 论 中 ， 在 20 世纪 
60 年 代 和 70 年 代 中 ， 大 批 数 学 家 提出 了 对 类 域 论 进行 巨大 推广 的 一 系列 猜想 ,今天 我 们 称 
之 为 朗 兰 兹 (Langlands) 纲领 ， 怀 尔 斯 ( Andrew Wiles) 于 1995 年 证 明 的 基本 定理 只 是 朗 兰 效 
纲领 的 一 个 小 片段 ， 但 它 足以 解决 有 350 多 年 之 久 的 费 马 “ 大 定理 ”. 


卡尔 . 弗 里 德里 希 . 高 斯 (Carl Friedrich Gauss，1777 一 1855) 卡尔 . 弗 里 德 
里 希 . 高 斯 是 迄今 为 止 最 伟大 的 数学 家 之 一 ， 也 许 是 历史 上 最 好 的 数论 学 家 ， 和 孩提 
时 代 的 高 斯 就 是 一 位 数学 天 才 ， 其 数学 成 就 给 他 的 家 庭 、 朋 友和 老师 都 留 下 了 深刻 
的 印象 ， 其 数学 才能 与 日 俱 增 ， 他 在 数论 方面 最 有 影响 力 的 工作 于 1801 年 发 表 在 
《算术 探讨 ) 中 .这 本 书 中 包含 了 二 次 互 反 理论 、 数 的 二 进 制 表示 以 及 其 他 一 些 内 
窜 ， 书 中 的 许多 资料 都 远 远 领 先 于 他 的 时 代 ， 因 此 ， 为 今后 一 个 半 世 纪 的 数论 学 家 
指明 了 前 进 的 方向 ， 除 了 在 数论 方面 的 工作 外 ， 高 斯 在 数学 的 许多 其 他 领域 ， 包 括 
几何 学 、 微 分 方程 ， 也 做 出 了 重要 贡献 ， 而 且 ， 他 在 物理 学 和 天 文学 方面 也 有 许多 
加 可 以 在 由 达 文 波 特 (Davenport) 撰 写 、 剑 桥 大 学 出 版 社 1952 年 出 版 的 好 书 《 高 等 算术 》(:The Higher Arithmetic, 1999 
年 第 7 版) 第 3 章 中 找到 此 证 明 . 
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发 现 ， 其 中 包括 计算 行星 轨道 的 方法 .他 曾 于 1801 年 用 此 方法 计算 了 新 发 现 的 小 行 
星 刻 瑞 斯 (Ceres) 的 位 置 ， 他 在 诸如 晶体 学 、 光 学 、 流 体 物 理学 等 许多 不 同 领域 也 发 
表 了 重要 论文 ，1833 年 ， 他 和 韦伯 (Wilhelm Weber) 一 起 发 明了 电磁 电报 ， 他 一 生 只 
发 表 了 155 篇 论著 ， 和 生 的 工作 是 如 此 惊人 ， 以 至 于 从 1863 年 开始 ， 直 到 1933 
年 才 将 他 的 全 集 出 版 完 


二 次 互 反 律 不 仅 是 关于 数 的 一 个 漂亮 而 精妙 的 理论 描述 ， 而 且 还 是 确定 一 个 数 是 不 是 二 
次 剩余 的 实用 工具 ， 从 本 质 上 说 ， 它 使 我 们 能 翻转 勒 让 德 符 号 ( 也)， 用 + (二 ) 来 代 苦 它 ， 


然后 可 以 模 g 简化 p， 并 不 断 重 复 此 过 程 ， 这 样 就 导致 求 勒 让 德 符 号 的 元 素 越 来 越 小 ， 因 
此 ， 最 终 得 到 一 个 能 够 计算 的 勒 让 德 符 号 ， 下 面 是 一 个 每 一 步 都 有 详细 理由 的 例子 . 


(过 =( 高 )( 忘 二 次 剩余 乘法 法 则 ， 


137) \137 
=( 训 ) 因为 137 = 1(mod 8) ,由 二 次 互 反 律 得 [ 55) = 1， 
=( 与 ) 二 次 互 反 律 ,137 = 1(mod 4) ， 
={ 了 | , 模 7 简化 137， 
=1 4 = 2” 当然 是 平方 数 . 


因此 ，14 是 模 137 的 二 次 剩余 ， 事 实 上 ， 同 余 式 妇 = 14(mod 137) 的 解 为 x=39(mod 137) 和 
x 三 98( mod 137). 


下 面 是 第 二 个 例子 ,说 明 了 符号 是 如 何 多 次 来 回 变化 的 . 


人 5)* ( cl 1 


=( 阳 jx(-D >x( 芭 ) 因为 5=1(mod 4) 且 11 = 179=3(mod4)， 
=( 了 )x(-1) x ( 诗 ) 因为 179 = 4(mod 5) 且 179 = 3(mod 11)， 
=1x(-1) x ( 言 ) 因为 4 = 2? 是 平方 数 ， 


=1x(-1)x(-1) x ( 宇 ) 因为 3 = 11 = 3(mod 4)， 


CD x (3) 因为 11 = 2(mod 3)， 
=1x(-1)x(-1)x(-1) 因为 2 是 模 3 的 二 次 非 剩余 ， 


=-1. 


因此 ，55 是 模 179 的 二 次 非 剩余 . 


通常 有 多 种 方法 应 用 二 次 互 反 律 来 计算 勒 让 德 符号 (也 )， 例如， 应 用 等 式 ( 丘 ) = 


本 
卫 
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( 握 下 因此 ,我 们 可 计算 (397) 如 下 : 
EEC 


-( 胃 信 人 井 =( 坟 盖 全 -5 全- 


或 者 可 以 计算 如 下 : | 
{3 “| 7 ELIEOIEO =1x(-17x(+tl)* =-1. 


当然 ， 尽 管 方 法 不 同 ， 但 最 后 的 结果 总 是 相同 的 . 
二 次 互 反 律 提供 了 一 种 非常 有 效 的 方法 来 计算 勒 让 德 符号 [ ) ， 甚 至 对 非常 大 的 a 和 p 


也 如 此 ， 事 实 上 ， 计算 | 二 | 的 步 数 大 约 等 于 的 位 数 因此 ， 计 算 几 百 位 数 的 勒 让 德 符号 也 


是 可 能 的 ， 我们 不 想 花 费时 间 去 举 这 样 一 个 例子 ， 但 给 出 下 面 这 个 更 加 适合 的 例子 . 
(2) 引 人 31 ) 1213 ) We (Se) (SO) 


48 611 48 611/\48 611 31 1213 


=- (3 (D5 = (3 3)(m5)(m3) 
-()( 守 (= (本 (在 = 1 
因此 ，37 603 是 模 48 611 的 一 个 二 次 剩余 . 
计算 (< 号) 的 最 困难 之 处 不 是 二 次 互 反 律 的 使 用 ， 而 是 在 使 用 二 次 互 反 律 之 前 ， 必 须 对 a 


因 式 分 解 ， 在 上 面 的 例子 中 ， 要 做 一 些 工 作 才能 认识 到 37 603 可 分 解 为 31x1213， 如 果 
有 几 百 位 数 ， 可 能 实际 中 无 法 分 解 c。 令 人 吃惊 的 是 ， 不 做 任何 困难 的 因 式 分 解 也 可 能 计算 
(= 想法 是 : 对 任意 的 正 奇数 a 直接 使 用 二 次 互 反 律 ， 而 完全 不 顾 a 是 否 为 素数 ， 和 通常 
一 样 ， 如 果 a 和 p 都 模 4 余 3， 那 么 翻转 以 后 必须 加 上 负 号 ， 更 一 般 地 ， 对 任意 的 整数 a 和 


正 奇数 6， 可 以 给 勒 让 德 符号 [ 名) 指定 一 个 值 ，( 这 种 广义 勒 让 德 符号 常 称 作 雅 可 比 符号 . ) 


我 们 可 通过 反复 使 用 广义 二 次 互 反 律 来 计算 勒 让 德 符号 或 雅 可 比 符号 . 
定理 25.2( 广 义 二 次 互 反 律 ) 设 a, 6b 为 正 奇数 ， 则 
= 1 如 果 b 二 1(mod4)， 
G2 1 如 果 b =3(mod 4). 
(9)=1{ 1] 如 果 b 三 1 或 7(mod 8)， 
1 如 果 b 三 3 或 5(mod 8). 
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(之 ) 如 果 a 三 1(mod 4) 或 b= 1(mod 4)， 


四 -| 


三 (二 ) 如 果 a 三 b 三 3(mod 4). 


足以 令 人 惊 厅 的 是 ， 如 果 使 用 这 些 规 则 和 乘法 公式 (于 = (全 )( 宇 ) 以 及 ( 全) 只 依赖 
于 a( mod 6) 取 值 的 事实 ,我 们 最 终 能 对 勒 让 德 符号 得 到 正确 的 信 ， 唯 一 需要 说 明 的 是 ， 我 
们 只 多 许 对 正厅 数 e 翻转 { 分 } ， 而 这 一 点 是 极为 重要 的 。 如 果 a 是 偶数 ， 则 必须 先 分 解 出 


(于 ] 的 滩 ， 如果。 是 负 的 ， 则 必须 分 解 出 二 )- . 
我 们 通过 重新 计算 前 面 的 例子 来 说 明 新 的 、 Se 
37 603 48 611 11 008 43 43 
权 GT) = (a pe | 6503) = - 37 $e) - ll 守 6 


(2 和 =- ( 动 -( 纪 = (为 =! 
尽管 这 样 做 可 能 看 起 来 没有 比 前 面 的 计算 过 程 短 多 少 ,但 它 实际 上 只 需要 较 小 的 工作 量 ， 因 
为 我 们 不 必 寻 求 37 603 的 素数 分 解 . 
我 们 刚刚 证 明了 37 603 是 模 48 611 的 一 个 二 次 剩余 ， 因 此 同 余 式 
x* = 37 603 (mod 48 611 ) 
有 和 解 (事实 上 有 两 个 解 )， 可 是 ， 以 上 所 做 的 一 切 还 不 能 帮助 我 们 求 出 这 两 个 解 ， 尽 管 结果 
表明 x 三 17 173 (mod 48 611) 和 x 二 31 438( mod 48 611) 就 是 它 的 两 个 解 . 然而 ， 确 实 存在 更 
好 的 方法 来 实际 求 出 同 余 式 x* =a(mod p) 的 解 ， 并 且 对 某 类 特殊 的 素数 ， 有 可 能 明确 写 出 
同 余 式 的 解 ， 参 看 习题 25.6 和 25. 7. 


习题 
25.1 利用 二 次 互 反 律 计算 下 述 勒 让 德 符号 . 

(9 (107) (5)( 莉 ) (0) (2007) (0) (#780) 
25.2” 同 余 式 


x -3x-1==0(mod31957) 
有 解 吗 ? (提示: 利用 二 次 公式 求 出 需要 对 其 取 模 31 957 的 平方 根 的 数 . ) 
25.3 证 明 : 存在 无 穷 多 个 模 3 余 1 的 素数 . (提示 : 参见 第 24 章 “ 模 4 余 1 定理 "的 证 明 , 利用 4= 
(2p1pa…p,)* +3， 并 试 着 找 出 一 个 整除 4 的 恰当 的 素数 . ) 
25.4 设 p 是 一 个 素数 (pz2 且 p 了 5)，A4 是 某 个 给 定 的 数 . 假定 p 整除 4 -5. 证 明 : p= 三 1(mod 5) 或 p= 
4(mod 5). 


品 25.5 编写 一 个 利用 二 次 互 反 律 计算 勒 让 德 符号 ( 二 ) 或 者 雅 可 比 符号 | 二 ) 的 程序 
25.6 设 p 是 一 个 满足 p=3(mod 4) 的 率 数 ， 并 假定 a 是 模 p 的 一 个 二 次 剩余 . 
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25.7 


品 25.8 
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25.9 
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(a) 证 明 ; x = ai 是 同 余 式 
入 三 a(modp) 
的 一 个 解 . 这 就 给 出 了 对 模 4 余 3 的 素数 求 模 疡 平方 根 的 一 个 明确 的 方法 . 
(b) 求 同 余 式 安 =7(mod 787) 的 一 个 解 ，( 答 案 要 求 介 于 1 和 786 之 间 . ) 
设 p 是 满足 p=5(mod 8) 的 率 数 ， 并 设 a 是 模 的 一 个 二 次 剩余 . 
(a) 证 明 : 
xz = at 或 w= 2a" (4a) 
中 的 一 个 值 是 同 余 式 
x* = a(modp) 
的 一 个 解 ， 这 就 给 出 了 对 模 8 余 5 的 素数 求 模 请 平方 根 的 一 个 明确 的 方法 . 
(b) 求 同 余 式 x* =5(mod 541) 的 一 个 解 . (答案 应 介 于 1 和 540 之 间 . ) 
(ce) 求 同 余 式 **=13(mod 653) 的 一 个 解 . (答案 应 介 于 1 和 652 之 间 . ) 
设 p 是 模 8 余 5 的 素数 ， 利 用 前 面 习 题 中 所 描述 的 方法 和 逐次 平方 法 编写 一 个 程序 求解 同 余 式 
x 全 ao(modp)， 
输出 应 当 是 满足 0<x <p 的 一 个 解 . 一 定 要 检验 a 是 不 是 二 次 剩余 ， 如 果 不 是 二 次 剩余 则 给 出 错误 
信息 ， 用 你 的 程序 求解 下 述 同 余 式 : 
x 三 17(mod 1021), x* = 23(mod 1021), x* = 31(mod 1021). 


如果 a""' 关 1(mod m)， 则 由 费 马 小 定理 可 知 m 是 合 数 .， 另 一 方面 ， 即 使 


an" ! 三 1(modm) 


对 某 些 (或 全 部 ) 满 足 (a，m) =1 的 4 成 立 ,我 们 也 不 能 断定 m 是 案 数 .本 习题 描述 了 一 种 利用 二 次 
互 反 律 来 检验 一 个 数 是 否 可 能 为 素数 的 方法 (你 可 以 将 该 方法 与 第 19 章 中 描述 的 拉 宾 一 米 勒 测试 
作 一 下 比较 . ) 

(a) 欧 拉 准 则 告诉 我 们 ， 如 果 p 是 索 数 ， 则 


-DA = (E) (modp). 


利用 逐次 平方 法 计算 11*( mod 1729) ， 并 利用 二 次 互 反 律 计算 { 1 
的 可 能 素性 ， 你 能 得 出 什么 结论 ? 
(b) 利用 逐次 平方 法 计算 
203337D2( mod 1293 337) 和 2 (mod 1 293 337). 


关于 1 293 337 的 可 能 素性 ， 你 能 得 出 什么 结论 ? 


) 它们 一 致 吗 ? 关于 1729 
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虽然 我 们 对 同 余 式 的 探讨 是 有 趣 的 ， 但 不 容 置疑 的 是 ， 数 论 中 的 根本 问题 是 关于 自然 数 
的 问题 ， 同 余 式 


A= B(mod M) 
好 是 好 ， 它 告诉 我 们 差 4 -8 是 M 的 倍数 ,但 它 不 能 比 作 实际 等 式 
A=B. 


有 一 种 考虑 同 余 式 的 方法 ， 就 是 将 它们 看 作 是 实际 等 式 的 近似 、 这 样 的 近似 思想 不 可 小 视 ， 它 
们 有 其 内 在 的 趣味 ， 而 且 常 被 用 作 构 造 实际 等 式 的 工具 ， 这 就 是 本 章 所 采用 的 途径 : 使 用 二 次 
互 反 律 这 个 关于 同 余 式 的 定理 作为 工具 在 整数 之 间 建 立 等 式 ， 我 们 处 理 的 问题 如 下 : 


例如 ，5，10 和 65 都 是 两 个 平方 数 之 和 ， 因为 
5=2 :+1, 10 =.3*+1:, 65 =72 +4’. 
另 一 方面 ，3 ， 19 和 154 都 不 能 写成 两 个 平方 数 之 和 ， 为 看 清 这 一 点 ， 以 19 为 例 ， 我 们 只 
需 检验 以 下 各 差 : 
19-1*=18, 19-2*=15, 19-3*=10, 19-4=3 
它们 中 没有 一 个 是 平方 数 . 一 般 地 ， 为 检验 一 个 给 定 的 数 m 是 不 是 两 个 平方 数 之 和 ， 可 列 出 
m-O0,m-1l, m-2, m-3, m-4,. 
直到 得 到 一 个 平方 数 或 负数 为 止 S. 
和 通常 一 样 ， 我 们 从 一 个 短 表 开 始 寻找 模式 . 


能 表 成 两 个 平方 数 之 和 的 数 
1=12+0: 11 NO 21 NO 31 NO 41 =42 +5? 
2=12+1? 12 NO 22 NO 32 =42 +42 42 NO 
3 NO 13 =2? +3* 23 NO 33 NO 43 NO 
4=02+22 14 NO ， 24 NO 34=3? +52 44 NO 
S =12+22 15 NO 25 =32 +4? 35 NO 45 =32 +67 
6 NO 16 =02 +43 26 =12 +5? 36.=02 +6? 46 NO 
7 NO 17 =12 +42 27 NO 37 =12 +6° 47 NO 
8 =22+22 18 =32 +3? 28 NO 38 NO 48 NO 
9=02+32 19 NO 29 =22 +5? 39 NO 49 =02 +7? 
10=12+32 20-22+42 30 NO 40 =22 +62 50=52+53? 
由 上 表 ， 我们 可 以 分 别 列 出 能 表 成 和 不 能 表 成 两 个 平方 数 之 和 的 数 . 


能 表 成 两 个 平方 
数 之 和 的 数 
不 能 表 成 两 个 平 
方 数 之 和 的 数 


1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34.36"37740, 
41, 45, 49, 50 

3, 6,7, 11, 12, 14, 15, 19, 21, 22, 23, 24, 27, 28, 30, 31, 33, 35, 38, 
39, 42, 43, 44, 46, 47, 48 


日 实际 上 ， 只 带 对 0 到 Ym/2 之 间 的 所 有 a 检验 m -a? 是 不 是 平方 数 ， 你 能 看 出 为 什么 这 样 就 足够 了 吗 ? 


188 


720 第 26 间 


你 能 发 现 什 么 模式 吗 ? 
一 个 立即 可 观察 到 的 结果 是 ， 任 一 一 模 4 余 3 的 数 都 不 能 表 成 两 个 平方 数 之 和 ， 看 一 下 表 
中 的 前 两 列 ， 我 们 或 许 会 狂想， 如 果 m==1(mod 4) ， 则 m 可 表 成 两 个 平方 数 之 和 ， 但 此 猜 
想 是 不 正确 的 ， 因 为 21 就 不 是 两 个 平方 数 之 和 .， 另 一 个 例外 是 33， 然 而 ,21 =3.x7 和 33 = 
3 x11 都 是 合 数 . 如 果 只 查看 素数 ,我们 发 现 表 中 满足 
p=1(mod4) | 
的 每 个 素数 确实 是 两 个 平方 数 之 和 ， 此 观察 结果 使 我 们 想起 数论 研究 中 的 “素数 探 路 " : 总 
是 从 研究 素数 开始 . 这样 做 的 原因 有 两 个 : 第 一 ， 对 素数 通常 容易 发 现 模 式 ， 第 二 ， 对 素数 
而 言 的 模式 常 可 用 来 推出 对 所 有 整数 成 立 的 模式 ， 因 为 算术 基本 定理 (第 7 章 ) 告 诉 我 们 ， 
素数 是 所 有 整数 的 基本 构件 ， 
既然 我 们 已 决定 专心 研究 素数 ， 便 对 更 多 的 素数 编辑 一 张 表 并 看 看 哪些 素数 能 表 成 两 个 
平方 数 之 和 . 


能 表 成 两 个 平方 数 之 和 的 素数 
2=12+1: 31 NO 73 =32 +8: 127 NO 179 NO 
3 NO 37 =12 +62 79 NO 131 NO 181 =92 +10? 
5=1? +2’ 41 =42 +5? 83 NO 137 =42 +113 191 NO 
7 NO 43 NO 89 =52 +8? 139 NO 193 =72 +122 
ll NO 47 NO 97 =42 +92 149 =72 + 10? 197 =1? +14? 
13 =22 +32 53 =22 +72 101 =12 +10? 151 NO 199 NO 
17 =12 +42 59 NO 103 NO 157 =62 +11? 211 NO 
19 NO 61 =5? +6? 107 NO 163 NO 223 NO 
23 NO 67 NO 109 =32 +10° 167 NO 227 NO 
29 =22 +5? 71 NO. 113 =72 +82 173 =22 + 13? 229 =22 +152 


由 此 可 得 下 面 两 列 素数 . 


能 表 成 两 个 平方 数 
之 和 的 素数 

不 能 表 成 两 个 平方 
数 之 和 的 素数 


2, 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, 73, 89, 97, 101, 
149, 157, 173, 181, 193, 197, 229 

3, 7, 11, 19, 23, 31, 43, 47, 59, 67, 71, 79, 83, 103, 107, 127, 131, 
139, 151, 163, 167, 179, 191, 199, 211, 223, 227 


Tenaala、 


猜想 是 显然 的 : 模 4 余 1 的 素数 似乎 能 写成 两 个 平方 数 之 和 ， 而 模 4 余 3 的 素数 则 好 像 
不 能 . (我 们 忽略 了 2，2 能 表 成 两 个 平方 数 之 和 ， 但 它 有 点 异常 . ) 本 章 余下 部 分 将 致力 于 
讨论 和 证 明 这 个 猜想 . 

定理 26.1( 素 数 的 两 平方 数 之 和 定理 ) 设 p 是 素数 ， 则 p 是 两 平方 数 之 和 的 充 要 条 
件 是 

P 三 1(mod 4) (或 p = 2). 

两 平方 数 之 和 定理 实际 上 由 两 个 陈述 组 成 . 

陈述 1 ,如 果 疡 是 两 平方 数 之 和 ， 则 p=1(mod 4). 

陈述 2 如 果 p 三 1(mod 4)， 则 是 两 平方 数 之 和 . 
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在 这 两 个 陈述 中 ， 一 个 相当 容易 证 明 ， 而 另 一 个 的 证 明 则 相当 困难 . 在 没有 真正 尝试 证 
明之 前 ， 你 能 猜 出 哪个 简单 哪个 困难 吗 ? 这 不 是 一 个 无 聊 或 愚 蹇 的 问题 ， 在 我 们 试图 证 明 一 
个 数学 命题 之 前 ， 它 能 帮助 我 们 了 解 证 明 的 可 能 难度 ， 或 像 数 学 家 所 说 的 ， 了 解 命题 的 深 
疲 ， 有 深度 的 定理 的 证 明 比 “浅显 "定理 的 证 明 可 能 需要 更 有 力 的 工具 和 更 多 的 努力 ， 就 像 
建 摩天 大 楼 需要 专门 的 机 械 设备 和 巨大 的 努力 ， 而 做 一 个 鸟 乱 只 需要 锤子 和 钉子 就 足够 了 . 

因此 ， 我 们 的 问题 是 :“ 陈 述 1 和 陈述 2 哪 一 个 更 有 深度 ?” 从 直觉 上 看 ， 如 果 用 容易 的 
断言 去 证 明 困 难 的 断言 ， 则 命题 是 有 深度 的 .陈述 1 和 陈述 2 涉及 以 下 两 个 断言 . 

断言 A pp 是 两 平方 数 之 和 . 

断言 B p=1(mod 4). 

显然 ， 断 言 B 是 较 容易 的 ， 因 为 对 任意 给 定 的 素数 p， 很 容易 验证 它 是 否 模 4 余 1. 男 
一 方面 ， 断 言 A 是 较 难 的 ， 因 为 可 能 需要 大 量 的 工作 才能 验证 给 定 的 素数 p 是 不 是 两 个 平方 
数 之 和 . 因此， 陈述 1 说 明 如 果 有 深度 的 断言 A 为 真 ， 则 容易 的 断言 B 也 为 真 ， 这 表明 陈 
述 1 不 会 太 难 证 明 .， 陈述 2 说 明 如 果 容 易 的 断言 B 为 真 ， 则 有 深度 的 断言 A 亦 真 . 这 表明 
陈述 2 的 证 明 可 能 是 困难 的 . 

既然 我 们 知道 陈述 1 应 当 易 证 ， 就 先 来 证 明 它 . 已 知 是 两 个 平方 数 之 和 ， 设 

= az +b. 1 
我 们 还 知道 是 奇数 ， 因此 a, b&b 必定 一 奇 一 偶 ， 必 要 时 交换 a，b， 不妨 设 a 为 奇数 ,，b 为 
偶数 ， 比 如 说 
a=2n+l, b= 2m. 
于 是 | 
p=a +b = (2n+1)’ + (2m)’ = 4n’ +4dn+l1+4m = 1(mod 4). 
这 正 是 我 们 试图 证 明 的 结果 . 

在 给 出 陈述 1 的 这 个 非常 容易 的 证 明 后 ， 接 着 要 给 出 一 个 较 复杂 的 证 明 .， 为 什么 要 用 复 
杂 的 证 明代 替 容 易 的 证 明 呢 ? 答案 之 一 是 ， 人 
情况 . 

上 述 容易 的 证 明 是 对 给 定 的 公式 P =a' + b 进行 模 4 简 化， 得 到 关于 p 模 4 的 结果 .我 
们 的 新 证 法 是 对 式 子 p = a” +b 模 p 简化 由 此 可 得 

三 a +b(modp)， 因此 -人 9 三 大 (modPp). 
接着 对 两 边 取 勤 让 德 符号 . 


一 一 
1 
人 
ll 
ht 


p 
于 是 ，-1 是 模 p 的 二 次 剩余 ， 由 二 次 互 反 律 (第 25 章 ) 可 得 p=1(mod 4). 第 二 个 证 明 特别 
有 趣 ， 因 为 我 们 通过 模 p 简化 得 到 了 模 4 的 信息 . 
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陈述 2( 每 个 模 4 余 1 的 素数 都 能 表 成 两 平方 数 之 和 ) 的 证 明 是 较为 困难 的 .我 们 所 给 出 
的 证 明 是 基于 费 马 著名 的 降 阶 法 ,其 本 质 上 是 属于 欧 拉 的 . 我 们 先 描 述 费 马 降 价 法 的 基本 思 
想 ， 因 为 一 旦 理解 了 这 个 概念 ， 具 体 的 细节 将 变 得 不 再 可 怕 . 
假设 p=1(mod 4)， 要 将 p 表 成 两 平方 数 之 和 ， 我 们 先 处 理 不 太 麻 烦 的 工作 ,将 p 的 
某 个 倍数 表 成 两 个 平方 数 之 和 ， 而 不 是 立即 试图 写 出 户 =o +6. 例如 ， 由 二 次 互 反 律 知 
x 三 -1(mod p) 有 一 解 ， 比 如 说 x*=4， 则 4* +1? 是 p 的 倍数 . 因此， 我 们 从 
42+B = Mp 
开始 ， 其 中 4，B，M 为 整数 . 如 果 小 =1， 则 证 明 已 完成 ， 因 此 ， 我们 假设 M2. 
费 马 才 华 横 洲 的 想法 是 用 4，B，M 发 现 新 的 整数 a, b 和 m 使 得 
a+b =mp 且 ms<M-l1. 
当然 ， 如 果 加 =1， 则 证 明 完 成 .如 果 m 宇 2， 则 对 a,5，m 可 再 次 使 用 费 马 降价 法 来 找到 p 
的 更 小 的 倍数 ,使 其 能 表 成 两 个 平方 数 之 和 . 不断 重复 此 过 程 ， 我 们 最 终 得 到 p 本 身 能 表 成 
两 个 平方 数 之 和 . 
这 个 描述 省 略 了 一 个 “次 要 的 "细节 : 如 何 利用 已 知 数 4，B， 六 来 产生 新 的 数 :a,) b，m. 
在 描述 这 一 证 明 的 关键 之 前 ， 我 们 暂时 离开 主题 ， 看 一 个 漂亮 的 ( 且 有 用 的 ) 恒 等 式 . 
这 个 恒等式 是 说 ， 如 果 两 个 数 都 能 表 成 两 平方 数 之 和 ， 则 它们 的 乘积 也 能 表 成 两 平方 数 
之 和 . 
(uw +w)(A +B) = (uA + vB)’ + (vA - uB)’. 
一 旦 这 个 恒等式 写 出 来 之 后 ， 其 证 明 没 有 任何 困难 之 处 ，( 当初 发 现 这 个 恒等式 是 另 一 回 
事 , 我 们 将 在 本 章 末 对 其 进行 讨论 . ) 例如 ， 将 右边 乘积 展开 可 得 
(uA +oB) +(wA -uuB)* ， 
= (1 A +2uAvB + vB ) + (vA - 2vAuB + uiB?) 
=uA’ + vB + vA +u pp 
=(u +)(A* + B’). - 4 
现在 我 们 准备 描述 将 素数 
Pp 二 1(mod'4) 
表 成 两 平方 数 之 和 的 费 马 降 阶 法 .如 前 所 述 ， 该 思想 从 能 表 成 两 平方 数 之 和 的 某 个 Mp 开 
始 ， 通过 巧妙 的 处 理 找到 p 的 更 小 倍数 ， 使 其 仍 能 表 成 两 平方 数 之 和 ， 为 了 有 助 于 理解 这 些 
不 同 的 步骤， 我 们 运用 一 般 程 序 解决 下 面 的 例子 : 
a +b = 881. 
降 阶 程序 展示 在 下 页 的 表 中 .在 继续 往 下 进行 之 前 ,务必 一 步 步 仔 细 查 看 此 表 . 
下 页 描述 的 降价 程序 将 最 初 的 等 式 
387” + 1 = 170 . 881 
简化 为 881 的 更 小 倍数 ! 
107” + 2 = 13 .881. 
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降 阶 程序 
p=881 p 为 任 一 模 4 余 1 的 素数 
写 ,要 
3872 +1* =170 .881，170 <881 42 +B?=Mp, M<p 

选取 数 47，1， 使 得 选取 数 4,v, 使 得 。 

47 = 387( mod 170) u = A(mod Mf) 

1 = 1(mod 170) v= B(mod MH) 

-< 1< -二 时 < uv 六 
观察 到 观察 到 
472 +12 =387? +12 一 0(mod 170) ?+0 =A +B*:=0(mod M) 
所 以 可 写 所 以 可 写 

472 +12 =170 :13 uw +o =Mr(l<r<M) 、 

3872 +12 =170 . 881 A +B =Mp 
相 霖 可 得 相 乘 可 得 
(472 +12)(3872 +12) =1702 . 13 . 881 (2 + 这 )(42+B2) = Mrp 


利用 恒等式 (ww +) (A + 本 2) = (uA4+vB)? + (vA-uB)? 
(47 .387 +1.1)2+(1.387 -47 1) 
=1702 . 13 . 881 
18 1902 + 3402 =1702 - 13 . 881 
a Ee 
将 能 被 170 整 除 
用 170? 去 除 
18 190、 , / 340 
( 170 ) (1m 


(uA+vB): + (vA-uB)* = Mm 
ea -一 
条 能 被 可 整除 


人 


用 去 除 
uA+vBY: /vA-uB\ 
2 »2 ( M ):( Ei ) = 
ie 由 此 得 到 能 表 成 两 平方 数 之 和 的 p 的 更 小 信 数 
由 此 得 到 能 表 成 两 平方 数 之 和 的 881 的 更 小 倍数 SE 
重复 此 过 程 ， 直 到 p 本 身 能 表 成 两 平方 数 之 和 


2 
) =13. 881 


为 了 将 881 表 成 两 平方 数 之 和 ， 我 们 对 107* +2* =13 .881 重复 降 阶 程序 。 由 此 可 得 


p=881 7 为 任 一 模 4 余 1 的 素数 
1072 +22 =13 . 881 42+B2 = 
3=107(mod 13) u=A(mod M) 
2=2(mod 13) 4 三 如 (mod M) 
32 +22 =13 .1 w+ = Mr 
(32 +22)(107? +22) =132 .1 .881 (Ww +) (A +B) = 有 
利用 恒等式 (zz +) (47?+B?)=(uA+vB)? + (vA -uB)’ 
(3 .107+2 .2)2 +(2..107-3.2)? 
_ =132 . 881 (uA +rB)? + (vA 一 apB) = Mirmp 


3252 +2082 = 132 " 881 


用 13? 去 除 
252 + 162 =881 


.用 j 去 除 


uA +vB\? vA — uB\: 
ns 
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降 阶 法 的 第 二 次 使 用 给 出 了 原 问 题 的 解 ， 
881 = 25” + 16”. 
当然 ， 对 于 像 881 这 样 较 小 的 数 ， 通 过 试验 法 可 能 更 容易 求解 .但 pp 一旦 很 大 ， 降 阶 法 无 疑 
更 加 有 效 . 事实 上 ， 每 运用 一 次 降 阶 法 ,，p 的 倍数 至 少 减 半 . 
为 说 明 降 阶 程序 确实 有 效 ， 我们 需要 证 明 五 个 断言 ， 第 一 步 ， 需 要 找 出 数 4，B 使 得 
(DA? +B*=MpHM<Dp. 
为 此 ， 取 同 余 式 
x 三 -1(mod p) 
的 一 个 解 x 使 得 1<x <p， 由 二 次 互 反 律 可 知 ， 以 上 同 余 式 有 解 S.， 因 为 我 们 假定 p=1(mod 4). 
于 是 4A=x,，B=1 具有 性 质 p1 4* +B*， 而 且 


A+B: (p-1)*+1’ 2p-2 , 
M 有 加 腕 ky 党 
Pp p 是 Pp 
在 降 阶 程序 的 第 二 步 ， 我 们 选取 u,v 使 其 满足 
uw 三 A(mod M), v= B(mod M), -MS u,v < FM 


于 是 有 
w+ =A +B =0(mod M), 
因此 ，w +v 能 被 履 整 除 ， 设 w+vw =Mr， 其 余 四 个 需要 验证 的 陈述 如 下 : 

(ii)r=1. 

(ii)r <M. 

(iy)u4 +vB 能 被 M 整除 . 

(vy)v4 一 uB 能 被 轩 整 除 . 

我 们 按 相反 的 顺序 来 验证 它们 ， 为 证 明 (v) ， 我 们 计算 

vA-uB=B.A-A.:B=0(mod M). 
类 似 地 ， 对 (iv) 有 
uA +vB=A.:4+B:B= Mp=0(mod M). 
对 (iii) ， 我 们 利用 -MM/2<u，v<M/2 来 估计 
w+v 了 (M/2)’ + (M/2)’ 
M M 
注意 ， 这 实际 上 证 明了 r<M/2， 因 此 ， 每 使 用 降 阶 程序 一 次 ，P 的 倍数 至 少 减 半 . 

最 后 ， 为 证 明 (i) ， 我 们 需要 验证 > 关 0， 因 此 假设 >=0， 看 看 会 导致 什么 结果 . 如果 
r=0,， 则 w+vw =0， 故 必 有 w=v=0. 但 w=A(mod M), v=B(mod M)， 所 以 4，B 都 能 被 
MM 整除 ， 这 表明 4* + B? 能 被 M* 整除 但 4? +B? =Mp， 所 以 M 必 整 除 素 数 p. 我 们 还 知道 
M <p， 所 以 必 有 1M =1， 这 表明 4 +B =p， 我 们 已 将 p 表 成 了 两 个 平方 数 之 和 ! 于 是 ， 要 


< M. 


rr 二 


六 
2 


日 实际 上 , 求解 好 = -1(mod.p) 的 一 个 容易 的 方法 是 对 随机 选取 的 ec， 计算 上 = at-04(mod p). 由 欧 拉 公式 (第 
24 章 ) 知 B= (EE) modp), 因此 ，a 的 每 次 选取 有 50% 的 成 功 机 会 . 
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么 (六 ) 成 立 ， 要 么 4 + 有 =p， 从 而 不 必 在 第 一 步 中 使 用 降 阶 法 . 
这 就 证 明了 降 阶 程序 总 是 有 效 的 ， 因 此 ， 也 就 完成 了 素数 的 两 平方 数 之 和 定理 两 部 分 的 
证 明 . 194 


关于 平方 和 与 复数 的 题 外 话 


恒等式 
(ww +0) A+B) = (ad+oB) + (vA - uB)’ 

将 两 平方 数 之 和 的 乘积 表 成 两 平方 数 之 和 ， 这 是 非常 有 用 的 ， 在 下 一 章 中 我 们 将 发 现 它 的 进 
一 步 的 用 途 ， 你 或 许 很 想 知道 此 恒等式 从 何 而 来 ， 答 案 就 在 复数 王国 中 . 复数 是 形 如 

三 和 十 iy 
的 数 ， 其 中 i 是 -1 的 平方 根 ， 只 要 记 住 将 用 -1 替代， 两 复数 的 乘法 便 和 通常 的 乘法 一 
样 。 于 是 

. (x + iy) (x + iy,) =xiX + x y, + iyix, + 让 yy 

= (Kix — Yiyaz) + ixiy， + yx ). 
复数 也 有 绝对 值 ， : 
1|zl =1x+iyl = Vx + 他. 
该 思想 是 将 z=x +iy 想象 成 与 坐标 平面 中 的 点 (*，y) 相 对 应 ， 则 1 z1 恰好 是 从 z 到 原点 (0， 
0) 的 距离 ， 于是， 我 们 的 恒等式 来 自 下 述 事实 : 


积 的 绝对 值 等 于 绝对 值 的 积 . 
换 句 话说 ，1 zz,1 =1z1，1z,1. 将 其 用 x,y 写 出 可 得 
- 1 (2 + iy) (x + iys) | =1 x + iyy | *| %, + iy, | 
| (zx -Yiya) +i(xiyy + yx2) | =1x + iyy | | x + iy, | 


MV (zixza ~ yy2) + 《xia + yx2)” = + WV + 
如 果 将 上 面 最 后 一 个 方程 的 两 边 平方 ， 则 正好 得 到 原来 的 恒等式 (其 中 x =w, yl =v，%, = 
A, y, = -8B). 
还 有 二 个 属于 欧 拉 的 、 涉 及 四 个 平方 数 之 和 的 类 似 恒 等 式 ; 
(a +b +c +d)(A* +B +C +D’) 
= (a4 +bB+eC +dD)’ + (aB-bA -cD + dC)’ 
+ (aC+bD -cA -dB)* + (aD-bC+ceB -dA)’. 195 
这 个 复杂 的 恒等式 与 四 元 数 ? 理 论 有 联系 ， 正 如 我 们 上 述 的 恒等式 与 复数 相 联 系 一 样 ， 遗 憾 
的 是 ， 对 于 三 个 平方 数 的 和 没有 类 似 的 恒等式 ， 的 确 ， 将 一 个 整数 表 成 三 个 平方 数 之 和 比 将 
整数 表 成 两 个 或 四 个 平方 数 之 和 要 困难 得 多 . 


日 ”四 元 数 是 形 如 a + i +jc+kd 的 数 ， 其 中 i， j,k 是 -1 的 三 个 不 同 的 平方 根 ， 满 足 像 节 =k= -站 这 样 奇怪 的 乘 
法 法 则 . 
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习题 
26.1 (a) 列 出 小 于 50 且 能 表 成 pP=o +ab+b 的 所 有 素数 p. 例如 ，p =7 能 表 成 7=2*+2.1+1*, 而 11 
却 不 能 表 成 这 种 形式 ， 尝试 寻找 模式 并 猜测 哪些 素数 能 表 成 这 种 形式 . (你 能 证 明 你 的 猜测 至 少 
是 部 分 正确 的 吗 ?) 
(b) 对 能 表 成 p =a* +222 形式 的 素数 考虑 同样 的 问题 . 
26.2 ”如 果 素 数 p 能 表 成 p =a* +5b 的 形式 , 证明 
pe1l 或 9(mod 20). 
(当然 , 5=02 +5 .1 除外 . ) 
26.3 ”从 等 式 
557? + 55° = 26 . 12 049 
出 发 ， 两 次 利用 降 阶 程序 ， 将 12 049 表 成 两 个 平方 数 之 和 . 
26.4 (a) 从 259? +1? =34 .1973 出 发 ， 利 用 降 阶 程序 将 素数 1973 表 成 两 个 平方 数 之 和 . 
(5) 从 261 +947” = 10 .96 493 出 发 ， 利 用 降 阶 程序 将 素数 96 493 表 成 两 个 平方 数 之 和 . 
26.5 (a) 哪 些小 于 100 的 素数 能 写成 三 个 平方 数 之 和 ， 即 
p=a+b + cz9 
(允许 a,， b,c 中 的 一 个 为 零 ， 比如，5 =2? + 和 +0? 是 三 个 平方 数 之 和 . ) 
(b) 以 你 在 (a) 中 所 收集 的 数据 为 基础 ， 试 做 出 一 个 描述 哪些 素数 能 写成 三 个 平方 数 之 和 的 猜想 ， 你 
| 的 猜想 应 包含 以 下 两 个 陈述 ， 空 格 处 需要 你 填 上 : 
(让 如 果 p 满足 ， 则 是 三 个 平方 数 之 和 和 . 
《ii) 如 晰 满足 ， 则 p 不 是 三 个 平方 数 之 和 . 
(ec) 证 明 (b) 中 猜想 的 第 (ii) 部 分 . (你 也 许 会 试图 证 明 (b) 中 的 第 (i) 部 分 ， 但 提醒 一 下 ， 它 相当 
困难 . ) 
品 26.6 编写 一 个 通过 尝试 *=0，1，2，3，…, 并 检验 n -x 是否 为 完全 平方 数 来 求解 方程 * + =n 的 程 
序 . 在 有 解 的 情况 下 ， 你 的 程序 应 返回 所 有 满足 x<y 的 解 ， 如 果 无 解 ， 则 应 返回 恰当 的 信息 . 
品 26.7 (a) 编 写 一 个 利用 费 马 降 阶 程序 对 察 数 p=1(mod 4) 求 解 ** +y =p 的 程序 ， 输 入 应 包含 素数 p 和 一 
个 满足 
A*+B’=0(modp) 
的 数 对 (4，B). 
(b) 当 p=5(mod 8) 时 ,修改 你 的 程序 使 得 用 户 可 以 不 必 输 入 (4，B). 首先 ， 应 用 逐次 平方 法 计算 
4= -2.( -4)”"9%(mod p)， 然后 有 4* +1=0(mod p)( 参 见习 题 25.7)， 因 此 可 以 用 (4,，1) 
197 作为 初始 值 来 执行 降 阶 程序 . 
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日 ”哪些 素数 能 表 成 p=a? +nb? 的 形式 ， 这 个 问题 已 被 广泛 研究 ， 并 与 许多 数学 分 支 有 联系 ， 关 于 这 个 主题 ， 其 
至 有 一 本 完整 的 书 tx? + nyz 型 素数 》(Primes of the Form x? + ny2 ) ， 作 者 是 David Cox( John Wiley & Sons, 1989). 
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在 上 一 章 中 我 们 对 哪些 素数 能 表 成 两 个 平方 数 之 和 的 问题 给 出 了 明确 的 回答 ， 本 章 对 任 
意 自然 数 考虑 同样 的 问题 ， 解 决 方案 的 重要 部 分 有 一 个 悠久 而 辉煌 的 历史 ， 概 括 如 下 : 
分 而 治之 ! 
这 是 一 种 分 割 求解 的 策略 。 当 然 ,“ 分 割 任务 " 江 不 是 将 问题 本 身分 开 ， 而 是 将 问题 分 解 成 
易于 处 理 的 小 块 ,“ 逐 一 求解 "是 指 对 每 一 小 块 问 题 求解 . 但 是 这 两 步 可 能 引起 冲突 ， 所 以 
必须 有 第 三 步 : 把 各 小 块 求解 合 起 来 成 为 原 问 题 的 解 . 这 个 统一 步骤 使 用 上 一 章 所 述 的 两 平 
方 数 之 和 的 乘积 还 是 两 平方 数 之 和 这 个 恒等式 : 
(uw + (A +B) = (uA +0B)’ + (vA - uB)’. (*) 
下 面 是 将 m 表 成 两 平方 数 之 和 的 步 又 : 
分 割 任务 : 将 普 分 解 成 素数 的 乘积 m =p,p,…p,. 
逐一 求解 : 将 每 个 素数 p, 表 成 两 个 平方 数 之 和 . 
汇总 统一 : 反复 使 用 恒等式 ( * ) 将 m 表 成 两 个 平方 数 之 和 . 
从 上 一 章 中 我 们 能 确切 知道 逐一 求解 "这 一 步 何 时 起 作用 ， 因 为 每 个 素数 p 是 两 个 平 
方 数 之 和 的 充 要 条 件 是 p =2 或 p=1(mod 4). 例如 ,为 了 将 10 表 成 两 个 平方 数 之 和 ， 先 将 
10 分 解 成 10 =2 . 5， 再 将 2 和 5 表 成 两 平方 数 之 和 ， 
2=1 +1, 5=2 +1, 
然后 利用 恒等式 将 它们 结合 起 来 : 
10=2.5 =(1+1)(22 +1) = (2+1):+(2-1)?=3:+1’. 
下 面 是 一 个 更 复杂 的 例子 ， 我 们 要 将 m = 1105 表 成 两 个 平方 数 之 和 . 
分 割 任务 : 分 解 m=1105 =5 . 13 . 17. 
逐一 求解 : 将 每 个 素数 p 表 成 两 平方 数 之 和 . 
5=2 + 13=3+2, 17=4+1 
汇总 统一 : 反复 利用 恒等式 ( * ) 将 m 表 成 两 平方 数 之 和 . 
m = 1105 =5.13.17 ， 
= (2 +.1°) (3 +27)(4 + 1°) 
=((6+2) + (3 -4)’)(4 +1°) 
= (8 +1)(4 +1) 
=(32 +1)*+(4-8)’ 要 
=332? + 4 
如 果 m 的 每 个 素 因 子 都 可 表 成 两 平方 数 之 和 ， 则 我 们 的 分 割 、 求 解 、 统 一 策略 是 成 功 
的 ， 我 们 知道 哪些 崇 数 可 表 成 两 平方 数 之 和 ， 因 此 ， 如 果 m 可 分 解 成 
m = pu'p2pR*py, 


其 中 每 个 素数 或 为 2 或 为 模 4 余 1， 就 有 办 法 将 m 表 成 两 平方 数 之 和 . 


200 


128 第 27 间 


然而 ， 如 果 回 顾 上 一 汪 有 到 可 我 们 会 发 现 还 有 另外 一 些 m 可 表 成 两 平方 数 之 和 |. 
例如 ， 记 
a 18 = 3: + 32， 45 = 6° +3?. 
发 生 什 么 事 了 ? 注意 上 述 每 个 例子 中 m 都 能 被 3? 整除 且 ， m=a +b 中 的 &,b 都 可 被 3 整 
除 ， 如果 将 这 三 个 例子 用 3? 除 便 得 到 ， 


2 2 
1= 训 = 
2- 两 2 
2 + 
2 2 本 
ee 


换 句 话说 ， 这 三 个 例子 由 
1=1+0， 2=17+1’, 5=2:+1? 
两 边 同 时 乘 上 3” 得 到 . 
我 们 可 以 将 此 推广 到 一 般 情形 任 给 m = + 成 ， 两边 同 乘 d? 可 得 
dm = (da)2 + (db)’. 
于 是 ， ee 则 对 任意 4，d*m 也 是 两 平方 数 之 和 ， 另 一 方面 ， 如 果 m = 
ar+b 且 a=dh, b=dB 有 一 个 公 因子 4， 则 可 以 提出 d? 而 得 到 
mm = d'(A* + 8B’). 
于 是 ,mm 可 被 4? 整除 ， 且 m/d? 是 两 平方 数 之 和 . 
这 就 意味 着 ， 当 我 们 试图 将 m 表 成 两 平方 数 之 和 时 ， 可 以 不 考虑 m 的 平方 因子 . 换 句 
话说 ， 取 整数 m 并 将 其 分 解 为 
m = Ppa pM, 
其 中 素 因 子 p, ，p,，…，p, 互 不 相同 如 果 pi, p;，…，,p， 都 能 表 成 两 平方 数 之 和 ， 则 m 就 
能 表 成 两 平方 数 之 和 ， 例 如 ， 考 虑 m =252 000. 将 mn 分 解 为 
m = 252000 =25 .32.5.7 =2.5.7.(22.3.5)2 =2.5.7.602. 
因为 素数 7 不 能 表 成 两 平方 数 之 和 ， 所 以 m 不 能 表 成 两 平方 数 之 和 (参见 ,习题 27. 4). 
表 看 另 一 个 例子 ， 取 m =25 798 "0 则 
m = 25798 500 = 27 .3 .53?， 13 =5.13. (2.32.5.7)* =5.13 .630:， 
这 时 ，5 和 13 os 且 易 得 65 =5. 13 =8? +1*， 两 边 同 习 630: 即 得 
m = .65 .630: = (8 .630)” + (1 :630)2 = 50402 + 6302. 
在 这 一 章 中 ， 对 哪些 数 可 表 成 两 平方 数 之 和 给 出 了 明确 的 回答 ， 我 们 将 以 上 结果 总 结 为 1 
下 述 定理 ， 该 定理 还 包含 了 一 些 更 有 趣 的 事实 ， 其 证 明 留 作 习题 . 
定理 27. 1( 两 平方 数 之 和 定理 )， 设 mm 是 正 整 数 . 
(a) 将 m 分 解 为 、 1 
m ='Pipa Pa ， 
其 中 pl， ps，…，P, 是 互 不 相同 的 素 因子 ， 则 m 可 表 成 两 个 平方 数 之 和 的 充 要 条 件 是 每 个 
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或 为 2 或 为 模 4 余 1. ， 
(b)m 能 表 成 两 平方 数 之 和 m=a + 及 且 gcd(a， b) =1， 当 且 仅 当 以 下 两 个 条 件 之 一 
成 立 : ， 
(i) 加 是 奇数 且 m 的 每 个 素 因子 都 模 4 余 1 

(ii)m 是 偶数 ，m/2 是 奇数 且 m/2 的 每 个 素 因 子 都 模 4 余 1. 


勾 股 数组 回顾 
回顾 9 一 下 ， 勾 股 数组 是 满足 方程 


1 a +b =e 
的 正 整 数 三 元 组 (a,，8，c)， 如 果 gcd(a, 5) =1， 则 称 这 样 的 三 元 组 为 本 原 的 ， 现 在 我 们 可 
以 完整 描述 所 有 能 在 一 个 本 原 勾 股 数组 中 作为 斜 边 e 的 数 
勾 股 数组 定理 是 说 ， 每 个 本 原色 股 数组 可 通过 选取 互 素 的 奇数 >!>1， 并 令 
a= st i a c+ 
a 2 
得 到 ， 因 此 ， 我 们 现在 寻求 存在 s, 使 c=(s + )/2 的 所 有 正 整数 e 的 一 个 描述 ， 换 句 话 
说 ,c 是 一 个 本 原 邹 股 数组 的 斜 边 当 且 仅 当 方程 
2ce=s +t 
有 互 素 的 奇 整 数 解 3， 上 上 : 
注意 ， 首 先 c 必须 为 奇数 (在 第 2 章 中 已 证 明 )， 因此， 我 们 要 问 的 是 ， 哪 些 奇数 c 的 2 
倍 ( 即 2c) 能 表 成 两 个 互 崇 整数 的 平方 和 ， 由 两 平方 数 之 和 定理 可 知 ， 解 决 此 问题 的 充 要 条 
件 是 。 的 每 个 素 因 子 都 模 4 余 1， 下 面 的 定理 给 出 了 我 们 所 证 明 的 结论 一 
定理 27. 2( 毕 达 哥 拉 斯 斜 边 命题 ) 。 是 一 个 本 原 勾 股 数 组 儿 边 的 充 要 条 件 是 : c 是 模 4 
余 1 的 素数 的 乘积 . 
例如 ，c = 1479 不 能 作为 本 原 勾 股 数组 的 斜 边 ， 因 为 1479 =3. 17. 29，. 另 一 方面 ，e = 
1105 可 作为 一 条 斜 边 ， 因 为 1105 =5 . 13 . 17， 此外， 我 们 还 可 以 通过 解 s+ =2c 求 出 s 
和 4 的 值 ， 并 用 它们 求 出 相应 的 a 和 5.， 于 是 ， 由 本 章 前 面 的 1105 =33? +4? 可 得 
: 2c =2.1105 = (1 +1)(332 +42) = 37° + 29. 


由 于 s =37, t=29， 因 此 a=st=1073, b=(s -已 )[2 =264.， 这 就 得 出 了 我 们 想 要 的 以 1105 


为 斜 边 的 本 原色 股 数组 (1073 ，264 ，1105 ). 
习题 


27.1 对 下 面 给 出 的 每 个 m， 将 严 表 成 两 平方 数 之 和 或 者 说 明 不 能 表示 的 原因 . 
(a)4370 (b)1885 (ce)1189 (d)3185 
27.2 对 下 面 给 出 的 每 个 c， 求 出 以 “为 斜 边 的 一 个 本 原色 股 数组 或 者 说 明 不 能 求 出 的 原因 . 


加 在 这 个 场合 下 ,“ 回 顾 ……” 是 一 种 客气 的 说 法 ， 意 指 " 现 在 是 重读 第 2 章 并 复习 勾 股 数组 定理 的 好 时 机 
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27.3 
27.4 


27. 5 


27.6 


品 27.7 


(a)4370 (b)1885 (c)1189 (d)3185 

求 出 两 对 S 正 整数 (a，c) 使 得 a? + 5929 = 07. 

本 习题 将 完成 两 平方 数 之 和 定理 第 一 部 分 的 证 明 . po PiPs…p,M*， 其 

中 p,，p;，…，p, 是 互 不 相同 的 素数 ， 如 果 某 个 p, 模 4 余 3, 证 明 m 不 能 表 成 两 平方 数 之 和 

本 习题 将 完成 两 平方 数 之 和 定理 第 二 部 分 的 证 明 ， 设 m 是 正 整 数 . 

(a) 如 果 m 是 奇数 旦 m 的 每 个 素 因 子 都 模 4 余 1， 证 明 m 能 表 成 两 平方 数 之 和 m=af + 中 且 
gcd(a, b) =1. 

(b) 如 果 m 为 偶数 ，m/2 为 奇数 且 m/2 的 每 个 素 因子 都 模 4 余 1， 证 明 m 能 表 成 两 平方 数 之 和 m = 
a +b Hgcd(a, b)=1. ; : 

(c) 如 果 m 能 表 成 两 平方 数 之 和 m=a? + 刀 且 gcd(a, 5) =1, 证 明 m 必 是 (a) 或 (b) 中 所 描述 的 正 整 
数 之 一 ， 


对 任意 正 整数 m, 今 
S(m) = 将 m 表 成 m = a i > > 0 的 方法 数 . 
例如 ， 
S(5) =1， 因为 5 = 22 +1?， 
5(65) = 2， 因为 65 =8: +1 =72+43， 
而 S(15) =0. 
(a) 计 算 下 述 各 值 : 加 


(i)S(10) (ii)S(70) (ii)5(130) (ivyS(1105 ) 
(b) 如 果 为 素数 且 p=1(mod 4)， 那么 5(p) 的 值 是 多 少 ? 证 明 你 的 答案 是 正确 的 . 
(ec) 设 p，4 是 不 同 的 素数 ， 且 都 模 4 余 1， 则 S(pg) 的 值 是 多 少 ? 证 明 你 的 答案 是 正确 的 
(d) 更 一 般 地 ， 如 果 p, ，…, p, 是 互 不 相同 的 素数 ， 且 都 模 4 余 1, 那么 8(Pips…P,) 的 值 是 多 少 ? 
证 明 你 的 答案 是 正确 的 ， 
编写 一 个 通过 将 ”分解 成 素数 乘积 来 求解 + =n 的 程序， 先 用 降 阶 法 (习题 26.7) 解 出 每 个 + 
=p， 再 将 它们 合 起 来 求 出 (x，y). 


EF ve 


日 事实 上 ， 方 程 有 四 个 解 ， 但 其 中 只 有 两 个 解 是 本 原 的 ， 即 满足 ged( a，c) =1. 


第 28 章 方程 X +Y” =Z- 


费 马 大 定理 是 费 马 在 17 世纪 中 叶 随 手写 在 一 本 书 的 空白 处 的 ， 它 的 证 明 直 到 20 世纪 末 
才 由 怀 尔 斯 (Andrew Wiles) 给 出 ， 该 定理 是 说 ， 如 果 n 三 3， 则 方程 
a +b” = ce" 
没有 正 整数 解 a, b，c， 在 本 章 中 将 给 出 费 马 关 于 这 个 断言 在 特殊 情形 n =4 时 的 证 明 .， 事实 
上 ， 我们 将 证 明 下 面 这 个 更 强 的 结论 . 
定理 28. 1( 指数 为 4 的 费 马 大 定理 ) 方程 
x +y 一 了 2 
没有 正 整 数 解 x*，y，z. 

证 明 ”我们 用 费 马 的 降 阶 法 来 证 明 这 个 定理 ， 正 如 在 第 26 章 中 将 一 个 素数 表 成 两 个 平 
方 数 之 和 那样 ,“ 降 阶 ” 的 思想 是 把 一 个 较 大 的 解 降 阶 成 一 个 较 小 的 解 . 这 种 方法 在 此 处 有 
效 吗 ? 因为 毕竟 我 们 试图 证 明 的 是 方程 根本 没有 和 解 . 

我 们 要 做 的 是 假定 方程 存在 一 组 正 整 数 解 (*，y，z) ， 利 用 这 组 解 去 产生 一 组 新 的 正 整 
数 解 (从 ，Y，Z7) 满 足 Z <z 重复 这 个 过 程 ， 可 得 到 无 穷 多 个 解 

(%1 7 TW EY A, A 2 LR BL 其 中 z > 22 > 23 > 
当然 ， 这 完全 是 荒 雇 的， 因为 一 个 单调 下 降 的 正 整 数 数列 不 可 能 一 直 继 续 下 去 . 造成 这 一 荒 
雇 的 唯一 漏洞 就 在 于 最 初 假设 方程 有 解 . 换 名 话说， 这 个 矛盾 表明 方程 无 解 . 
现在 给 出 核心 细节 .假定 (x，y，z) 是 方程 

x 十 y 二 了 
的 一 组 解 ， 我 们 想 要 找到 一 组 更 小 的 解 ， 如 果 *，y，z 有 公 因 子 ， 可 以 将 它 提出 来 约 去 ， 因 
此 ， 可 以 假定 x，y，z 是 互 素 的 ， 接 下 来 ， 我 们 观察 到 ， 如 果 令 e =x ,b=y ,c=z, 则 (a， 
2，c) 是 一 个 本 原 勾 股 数组 ， 


2 


ao + 本 = c， 
从 第 2 章 可 知 所 有 本 原 勾 股 数组 的 一 般 形 式 . 必要 时 交换 *，y， 则 存在 奇数 *，: 使 得 
“=a=st, Ph, z= : 
注意 到 乘积 st 是 奇数 且 等 于 一 个 平方 数 ， 而 模 4 平方 剩余 只 能 是 0 或 1， 故 必 有 
st 三 1(mod 4). 
这 表明 s 和 :要 么 都 是 模 4 余 1， 要 么 都 是 模 4 余 3， 无 论 哪 种 情况 ， 都 有 
s 三 t(mod 4). 


接 下 来 看 看 方程 
2y = = (ss -i)(s+t). 
s 和 4: 是 互 素 的 奇数 这 一 事实 表明 s -1 和 s+t 的 唯一 公 因 子 是 2， 我 们 还 知道 ; -上 能 被 4 整 
除 ， 所 以 s+t 必 是 一 个 奇数 的 2 倍 ， 进 一 步 ， 我 们 知道 乘积 (s -1)(s +i) 是 一 个 平方 数 的 2 
倍 ， 上 面 这 些 结论 能 够 成 立 的 唯一 情形 是 
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其 中 与 2v 是 互 素 的 整数 ， 
将 s, t 用 ww, vv 表示 ， 则 有 
s=u +2, t= u -2v, 
代入 x? = 可 得 
x = wu -4v. 
整理 可 得 
x +4v = ut, 
遗憾 的 是 ， 这 不 完全 是 我 们 所 期 待 的 方程 ， 因 此 ， 我 们 重复 上 面 的 过 程 .如 果 仿 A =x%， 
B=2v,，C=w， 则 有 


A? + B’ 己 C” ， 
因此 ，(4，8，C) 是 一 个 本 原 勾 股 数组 . 再 次 参照 第 2 章 ， 可 找到 互 素 的 奇数 S 和 了， 使 得 
*=A= 537， 27 = Bast, 村 


由 中 间 公 式 可 得 
4 = S -和 =(S-T)(S+7). 

因为 S 和 了 是 互 素 的 奇数 ， 所 以 3S-7 和 3S$+7 的 最 大 公 因 子 是 2， 此外， 它们 的 乘积 是 一 个 
平方 数 ， 从 而 必 有 XX，Y， 使 得 

S+T=2X, S-7T=2Y. 
将 5 和 了 用 X,Y 表示 ， 则 有 

S=T+YF, T=X -YY, 
代入 关于 w 的 公式 可 得 


瞧 ! 我 们 得 到 原 方程 x** +y =z 的 一 组 新 解 (X，Y,， 4&). 
剩 下 来 只 要 证 明 这 个 新 的 解 比 原来 的 解 小 ， 由 上 面 的 各 种 公式 可 得 
2 2 


由 此 可 见 ，w 比 = 小 . 口 
习题 


306| 28.1 证 明 方程 y=x +xz' 无 非 零 整数 解 x*，y，z. 


第 29 章 ， 再 论 三 角 平 方 数 ， 


有 些 数 是 有形” 的， 因为 它们 能 用 某 种 规则 的 图 形 来 展示 ， 例 如 ， 一 个 平方 数 可 排 
列 成 n xn 的 正方 形 . 类似 地 ， 一 个 三 角 数 是 指 可 排列 成 三 角形 的 数 . 下 面 的 图 形 展示 了 前 
几 个 三 角 数 和 平方 数 (1 除外 ). 


. ee 
. : ee see 
.9 eo. eee. 
1+2=3 1+2+3=6 1+2+3+4=10 
三 角 数 
昌 
ee. eo.. 
赣 “ 章 .9 ene 
oe. oe. 四 
2 =4 32 =9 42 =16 
平方 数 


因此 ， 对 不 同 的 mm 值 ， 
1+2+3+… + 网 
就 构成 了 三 角 数 .在 第 1 章 中 我 们 发 现 了 第 m 个 三 角 数 的 公式 ， 
1+2+43+ +m= + 

下 面 是 前 面 的 一 些 三 角 数 和 平方 数 的 列表 . 

三 角 数 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36, 45, 55, 66, 78, 91, 105 

平方 数 1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100, 121, 144, 169 

在 第 1 章 中 我 们 提出 了 “三 角 平 方 数 ”的 问题 ， 即 找 出 同时 是 三 角 数 的 平方 数 ， 上 面 这 
个 小 列表 展现 出 两 个 这 样 的 例子 : 1( 不 是 很 有 趣 ) 和 36， 这 表明 36 个 点 既 能 排 成 6 x6 的 正 
方形 形状 ， 又 能 排 成 8 行 的 三 角形 形状 . 第 1 章 中 的 一 个 习题 要 我 们 找 出 一 两 个 其 他 的 三 角 
平方 数 的 例子 ， 并 思考 总 共有 多 少 个 这 样 的 数 . 用 第 .20 章 起 的 各 章 所 获得 的 数学 知识 ， 我 
们 将 给 出 一 个 找 出 所 有 三 角 平 方 数 的 方法 . 

三 角 数 具有 形式 m(m +1)/2， 平 方 数 具 有 形式 nw ， 所 以 三 角 平 方 数 是 方程 

je m(m+1) 
2 
的 正 整数 解 nx，m.， 两 边 同 乘 8 ， 并 做 一 点 代数 运算 可 得 
Bn = 4m’ +4m = (2m+1)2 -1. 
这 提示 我 们 作 代 换 
%*=2m+l1, y= 2n, 
得 到 方程 
2Y = 1, 
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整理 得 
, -2y = 1. 
由 这 个 方程 的 解 可 得 到 三 角 平 方 数 


X 一 1 本 
= 2 n= 


通过 试验 ， 我 们 得 到 一 组 解 (x*，y) = (3，2), 它 给 出 了 三 角 平 方 数 (m,n) =(1，1). 
进一步 试验 (或 利用 36 是 三 角 平 方 数 这 一 事实 ) ,我 们 找到 另 一 组 解 (x, y) = (17，12) ， 相 
应 的 三 角 平 方 数 为 (m,n) = (8， 6). 对 y=1，2，3，…， 通 过 用 计算 机 验证 1 +2y” 是 否 为 
平方 数 可 找到 更 多 的 解 ， 下 一 个 解 是 (x，y) = (99，70) ， 它 给 出 了 一 个 新 的 三 角 平 方 数 
(m,n) =(49，35). 换 句 话说 ，1225 是 一 个 三 角 平 方 数 ， 因 为 
35” = 1225 = 1 +2 +3+… +48 +49. 
可 用 什么 工具 求解 方程 
x -2y =1? 
我 们 过 去 反复 使 用 的 一 种 方法 是 因 式 分 解 ， 可 是 ， 如 果 限 制 在 整数 范围 内 ， 则 x* -2y 无 法 
分 解 . 但 如 果 我 们 稍微 开阔 一 下 眼界 ， 它 就 可 以 分 解 成 
x -2y = (x% + yV2) (x -yv2). 
例如 ， 解 (*，y) =(3，2) 可 以 写成 
1=3?-2-.2*=(3+2)(3 -2v2)， 
对 上 面 的 等 式 两 边 平方 ， 看 看 会 发 生 什 么 . 
1=1=(3+2V2) (3 -2V2) 
= (17 t+12.2)(17 - 12.2) 
= 17? -2.12’ l 
因此 ,通过 对 解 (x*，y) =(3，2) 平方” ， 我 们 构造 出 了 下 一 个 解 (x*，y) = (17，12). 
可 以 重复 这 个 过 程 以 找到 更 多 的 解 ， 例 如， 对 (x*，y) =(3，2) 三 次 方 可 得 
1=1=(3+22)3 (3 -22); 
= (99 +70v2)(99 -70 2) 
= 99” -2 .70?， 
对 (x，y) =(3，2) 四 次 方 可 得 
1=1*= (3 +2V2)(3 -2D) 
= (577 + 408V2)(577 - 408 v2) 
= 577” — 2 . 4087. | 
注意 到 四 次 方 给 出 了 一 个 新 的 三 角 平 方 数 (m,n) = (288，204). 在 做 这 一 类 计算 时 ,不 必 | 
对 初始 解 自 乘 得 到 更 高 次 宪 ， 我 们 可 以 用 当前 解 去 乘 初始 解 来 得 出 下 一 个 解 ， 因此， 要 求 一 
个 5 次 填 的 解 ， 可 用 4 次 略 的 解 557 + 408.J2 去 乘 初始 解 .3 +2V2， 可 得 
(3 +2v2)(577 + 408 V2) = 3363 + 2378 V2 ， 1 
由 此 得 到 5 次 医 的 解 (x，y) = (3363 ，2378 )， 继续 这 个 过 程 ， 可 构造 出 一 列 三 角 平 方 数 . 


再 论 :三 角 平 方 数 135 


并 - yg mm+1) 

3 
3 2 1 1 1 
13 -4 12 8 6 36 
99 70 49 35 1225 
577 ， 408 288 204 41 616 
3363 2378 1681 1189 1413 721 
19 601 13 860 9800 6930 48 024 900 
114 243 30 782 57 121 40 391 1 631 432 881 
665 857 470 832 332 928 235416 55 420 693 056 


如 你 所 见 ， 这 些 三 角 平 方 数 变 得 相当 之 大 . 
通过 将 3 +2V2 自 乘 到 越 来 越 高 次 宕 ， 可 找到 方程 
x -2y = 1 
的 越 来 越 多 的 解 ， 这 就 不 断 地 给 我 们 提供 三 角 平 方 数 ， 因 此 ， 有 无 穷 多 个 三 角 平 方 数 ， 这 就 
回答 了 我 们 原来 的 问题 ， 但 现在 要 问 ， 这 样 做 能 不 能 得 到 所 有 的 三 角 平 方 数 ， 答 案 是 肯定 
的 ， 而 且 ， 当 你 知道 我 们 用 降 阶 法 去 证 明 这 个 事实 时 也 不 要 感到 吃惊 . 
定理 29.1( 三 角 平 方 数 定理 ) (a) 方程 
x -2y =1 
的 每 个 正 整 数 解 都 可 通过 将 3 +2VI 自 来 得 到 ， 即 解 (只 ，i) 可 以 通过 展开 下 式 得 到 . 
x+yiv2 = (3+22) ， = 1,2,3,.. 
(b) 每 个 三 角 平方 数 由 = 二 mm(mm+1) 由 
x:—1 . 
2 
给 出 ， 其 中 (%4，Y) 是 由 (a) 得 到 的 解 . 
证 明 ”只 需 证 明 若 (w, v) 是 **-2y =1 的 任 一 解 ， 则 它 可 由 解 (3，2) 的 寒 得 到 ， 也 就 
是 说 ， 必 须 证 明 


We 


Ys 
= ET ss 
» n pa 3 天 了 


u +2 = (3+2v2) 
对 某 个 让 成立， 我 们 用 降 阶 法 来 证 明 . 以 下 是 证 明 方 案 ， 如 果 uw=3， 则 有 w=2， 结 论 显然 
成 立 ， 故 假设 w >3， 我们 证 明 存 在 另 一 正 整 数 解 (s，1) 使 得 
uw+vW2 = (3+2V2)(s+iV2) 有 8 s<u. 
这 样 做 为 什么 有 用 呢 ? 如 果 (s,，:) = (3，2) ， 则 已 证 完 ; 否则 ，s 必 大 于 3， 因 此 我 们 
可 以 从 (s, t) 开 始 用 同样 的 方法 得 到 一 组 新 的 解 (g，7) 满 足 
s+ty2 = (3+2V2)(g+ry2), 且 gqg<s. 
这 说 明 
w+/ = (3 +2V27) (gq +rV7). 
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如 果 (9，r) = (3，2)， 则 已 证 完 ; 否则 ， 和 再 次 重复 上 述 过 程 ， 我 们 发 现 这 个 过 恰 不 能 无 限 
进行 下 去 ， 因 为 每 次 都 得 到 一 个 新 解 ， 其 中 % 的 值 变 小 ， 但 这 些 值 都 是 正 整数 ， 因 此 它们 不 
211 能 无 限 地 持续 变 小 ， 从 而 最 终 得 到 解 (3，2) ， 这 意味 着 我 们 最 终 将 w+ mV2 表 成 3 +2 V2 
的 震 . 
因此 ,我 们 从 解 (u，v) (uw.>3) 开 始 寻 找 一 个 解 (s，t)， 它 具有 性 质 
uw +N2 = (3 +2V2)(s +tVN2), s <u. 
将 方程 的 右边 展开 ， 需要 对 s，t 解 方程 
uw + vv = (3s + 41) + (2s + 31) v2. 
也 就 是 说 ， 需 要 解 方程 和 
u =3s+4t, wv = 2s+3t. 
这 很 容易 .答案 是 
sS=3u -4，tLt=-2+37. 
下 面 验证 (*，:) 确实 给 出 一 组 解 . 
20= (3u- 40) -2(-2u + 3v)’ 
(9u’ -24uv + 16v°) -2(4u ~ 12uv + 9v) 
=u -2 
= 
因为 我 们 知道 (u,vw) 是 一 组 解 ， 故 (s，1) 的 确 是 一 组 解 ， 还 需 验 证 另 两 件 事情 .首先 ， 需 验 
证 s, :都 是 正 的 其次， 必须 证 明 s <x， 因 为 我 们 希望 新 解 小 于 原来 的 解 . 
由 


- 


% 


uw =1+2 > 2 


易 知 是 正 的 ， 由 上 式 可 得 wx>v2u， 而 3V2=4.242 大 于 4， 故 


212 $s = um 40> 3vu -4v = (3 -4)v > 0. 
证 明 4 为 正 数 需要 一 点 技巧 ， 以 下 是 一 种 证 法 : 
uw>3 假设 . 
WW>9" | 两 边 平方 . 


Qu >9 +8u 两 边 同时 加 上 8u. 
Qu -9>8u 将 9 移 到 等 式 另 一 边 . 


| > 两 边 同 时 除 以 9. . 


2 > 了 因为 w -2v = 1. 
"> 了 两 边 除 以 2 并 开 方 . 
利用 最 后 一 个 不 等 式 ， 易 证 上 是正 数 


t = 一 2 +37 > -2u+3.3u=0. 


再 论 三 育 平 方 数 二 


现在 我 们 知道 ;，t 均 为 正 数 . 因为 w=3s+4:， 故 可 得 s<wu， 这 就 证 明了 降 阶 过 程 是 有 
效 的 ， 从 而 完成 了 三 角 平 方 数 定理 的 证 明 . 口 
三 角 平方 数 定理 表明 ， 方 程 
x -2y =1 
的 每 个 正 整数 解 (x;，y;) 可 由 下 式 展 开 得 到 : 
Np + YN2 = (3 +2V2):, k= 1,2,3,.. 
本 章 开 头 的 表格 清楚 地 表明 ， 当 下 增加 时 ， 解 的 大 小 随 之 迅速 增加 ， 我 们 想 对 第 天 个 解 到 底 
有 多 大 有 一 个 更 精确 的 直观 认识 .为 此 ， 我 们 注意 到 将 上 式 中 的 V2 换 成 -V2 后 公式 仍然 成 
立 ， 也 就 是 说 ， 下 式 成 立 : 
2 -yw =(3-2v2) k=1,2,3,.. 
若 将 两 个 式 子 相 加 后 用 2 除 ， 可 得 到 关于 x 的 公式 : 
x, = CG3+2y2) + (3 - 22)" 


类 似 地 ， 若 用 第 一 式 减 去 第 二 式 后 再 用 2 除 ， 可 得 关于 y, 的 公式 : 
y = (3+202)' - (3 -242)” 
2V2 
这 些 关 于 x，y 的 公式 是 很 有 用 的 ， 因 为 
3 +2V2 =5.82843，3 -2v2 = 0.171 57. 

3 -2V2 小 于 1 这 一 事实 表明 ， 当 取 3 -2 V2 的 一 个 大 的 突 时 ， 我 们 将 得 到 一 个 非常 小 的 数 . 
例如 ， | 
(3 -2V2)" = 0. 000 000 022 1, 
因此 ， 


10 
区 人 +242) ~ 22 619 536. 999 999 988 95 ， 


10 


10 
yo ~ (3 +2Y2)™ ~ 15 994 428. 000 000 007 815. 
2VY2 


但 我 们 知道 xe ，yio 为 整数 ， 故 第 10 个 解 为 
(xyo) = (22.619 537,15 994 428). 
由 此 可 发 现 第 10 个 三 角 平 方 数 到 =m(m +1)/2 由 下 式 给 出 : 
n = 7997214，m = 11309 768. 
从 zx，yi 的 公式 中 还 可 明显 看 出 ， 之 所 以 解 迅 速 增加 ， 是 因为 
EE 于 (5 828 43)*，y, ~ 了 828 43) 
因此 ， 每 个 后 继 解 比 前 一 个 解 的 5 倍 还 要 大 ， 从 数学 上 讲 ， 我 们 称 解 的 大 小 按 指数 增长 .后 
面 ， 当 我 们 在 第 43 章 中 研究 椭圆 曲线 时 ， 将 看 到 一 些 方程 的 解 甚至 比 指数 增长 还 快 ! 
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习题 


314| 29.1 求 出 方程 
~ -5y =1 
的 四 个 正 整 数 解 . (提示 : 用 试验 法 找到 一 个 小 的 解 (a，5b) ， 然 后 取 a +5V5 的 宕 . ) 
29.2 (a) 在 第 26、27 章 中 我 们 研究 了 哪些 数 可 以 表 成 两 个 平方 数 之 和 ， 编 辑 一 些 数据 并 尝试 给 出 一 个 猜 
想 ， 说 明 哪 些 数 可 以 表 成 (一 个 或 ) 两 个 三 角 数 的 和 ， 例 如 ,7 =1+6，25 =10 + 15 都 是 两 个 三 角 
数 之 和 ， 而 19 则 不 是 . 
(b) 证 明 你 在 (a) 中 的 猜想 是 正确 的 . 
(ce) 你 认为 哪些 数 可 表 成 1 个 、2 个 或 3 个 三 角 数 之 和 ? 
29.3 (a) 对 k=0，1，2，3，…， 设 (x,，7) 蚌 定理 29.1 中 描述 的 方程 x* -2y =1 的 解 ， 用 正 数 填空 使 下 
式 成 立 : 
Nitl 三 3 十 - 
证 明 上 述 公式 是 正确 的 . 
(b) 用 正 数 填空 使 得 下 面 的 陈述 为 真 : 如 果 (m，n) 给 出 一 个 三 角 平 方 数 ， 也 就 是 说 ,， 若 (m，n) 满 足 
n=m(m+1)/2， 则 


Yrs Yer = Xi 十 ye: 


(1+ m+_ _n, l+_ _m +  _n) 
也 给 出 一 个 三 角 平 方 数 . 
(c) 如 果 工 是 一 个 三 角 平 方 数 ， 说 明 为 什么 1+17L+6 YL+8L 是 下 一 个 三 角 平 方 数 . 
29.4 数 n 称 为 五 角 数 是 指 n 个 点 能 被 排 在 一 个 ( 填 满 的 ) 五 边 形 里 ， 初 始 的 4 个 五 角 数 为 1, 5，12 和 22， 
见 图 29. 1， 应 该 想象 出 每 个 五 角形 都 位 于 下 一 个 更 大 的 五 角形 里 面 ， 第 n 个 五 角 数 由 边 长 为 n 的 五 


边 形 构成 . 
2 Ce Cy 
1 5 12 22 
图 29.1 前 4 个 五 角 数 
(a) 画 出 第 5 个 五 角 数 的 图 形 . 


(b) 通 过 计算 给 出 一 种 模式 ， 并 找 出 第 个 五 角 数 的 简单 公式 
215 (c) 第 10 个 五 角 数 是 什么 ? 第 100 个 五 角 数 是 什么 ? 


第 30 章 佩 尔 方程 


在 上 一 章 中 我 们 给 出 了 方程 


x -2y =1 
的 正 整 数 解 。 这 个 方程 是 佩 尔 方程 的 特例 .. 佩 尔 (Pell) 方 程 是 指 具 有 形式 
x -Dy =1 


的 方程 ， 其 中 D 是 一 个 固定 的 正 整 数 并 且 不 是 完全 平方 数 

佩 尔 方程 有 着 悠久 而 迷人 的 历史 ， 它 首次 被 记载 在 “ 阿 基 米 德 牛 群 问 题 " 中 .该 问题 涉 
及 8 种 花色 的 牛 ， 要 求 读者 确定 各 种 花色 的 牛 的 数量 .各 种 线性 关系 已 经 给 出 ， 并 且 附 加 两 
个 条 件 ， 即 指定 某 些 数 是 完全 平方 数 . 经 过 一 系列 计算 ,这 一 问题 最 终 简 化 成 求解 佩 尔 方程 

xz -4729 494 六 = 1. 

最 小 解 由 Amthor 最 先 于 1880 年 确定 ， 其 中 的 y 含有 41 位 数 . 于 是 ， 原 来 牛 群 问题 的 解 有 成 
千 上 万 的 位 数 ! 看 起 来 阿 基 米 德 及 其 同时 代 的 人 是 不 可 能 确定 这 个 解 的， 但 能 想到 提出 这 样 
一 个 问题 还 是 令 人 神魂 颠倒 的 . | i 

时 光 飞 逝 ， 求 解 修 尔 方程 的 第 一 个 有 意义 的 进展 出 现 于 印度 . 早 在 公元 628 年 ， 婆 罗 摩 
笈多 就 描述 了 如 何 利用 假 尔 方程 的 已 知 解 去 得 到 新 的 解 ， 到 了 公元 1150 年 ， 婆 什 迦 罗 给 出 
了 一 种 天 才 的 方法 去 寻找 初始 解 、 这 个 方法 颇具 现代 味道 , 令 人 吃惊 .遗憾 的 是 ， 这 一 开创 
性 的 工作 在 很 长 一 段 时 间 内 一 直 不 为 欧洲 知晓 ， 直 到 17 世纪 才 被 重新 发 现 和 取代 . 


婆罗 摩 策 多 (Brahmagupta，598 一 670) ”婆罗 摩 航 多 是 同时 代 印 度 最 著名 的 数 
学 家 之 一 ， 他 最 著名 的 著作 是 写 于 公元 628 年 的 《Brahmasphutasiddhanta》( 字 宙 \ 的 开 
始 )， 这 本 非 同姓 常 的 书 中 包含 了 对 形 如 wx? -Dy* =4 的 方程 ， 特 别 是 “ 佩 尔 " 方 程 
xX? -Dy* =1 的 讨论 ， 让 罗 摩 笈多 描述 了 一 种 用 已 知 解 创造 新 解 的 混合 方法 ， 他 将 
该 方法 称 为 samasa， 他 还 给 出 了 一 个 (有 了 时) 能 得 到 初始 解 的 算法 . 

大 约 500 年 后 ， 印 度数 学 家 婆 什 迎 罗 (Bhaskaracharya，1114 一 1185 ) 推广 了 溜 
罗 摩 笈多 关于 佩 尔 方程 的 工作 ， 他 描述 了 一 个 通过 对 原始 近似 解 反 复 约 化 而 得 到 真 
解 的 方法 ， 婆 什 迎 罗 称 自己 的 方法 为 chakravala， 现 在 ， 这 种 类 型 的 论证 被 称 为 “ 费 
马 降 阶 法 ”. 第 26 章 和 第 28 章 中 给 出 了 费 马 降 阶 法 的 例子 ， 婆 什 迎 罗 通 过 解 x* - 
61y? =1 说 明了 他 的 方法 ， 这 比 费 马 用 此 方程 向 他 人 挑战 时 了 500 年 . 


现代 欧洲 关于 佩 尔 方程 的 历史 始 于 1657 年 ， 当 时 费 马 向 他 的 数学 家 朋友 提出 求解 方程 
x -61y =1 的 挑战 ， 其 中 几 位 数学 家 找到 了 最 小 解 
(x,y) = (1766 319 049 ,226 153 980 ) ， 
1657 年 布朗 克 尔 ( William Brouncker) 描 述 了 求解 佩 尔 方程 的 一 般 方法 ,布朗 克 尔 为 了 说 明 他 
的 方法 的 有 效 性 ， 仅 用 两 个 小 时 就 求 出 方程 
x -313y =1 
的 一 个 解 


216 
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(32 188 120 829 134 849 ,1 819 380 158 564 160 ). 
沃 利 斯 (J.，Wallis) 在 一 本 关于 代数 与 数论 的 书 中 描述 了 布朗 克 尔 的 方法 ， 并 且 沃 利 斯 和 费 马 都 
断言 佩 尔 方程 总 是 有 解 的 ， 欧 拉 错 误 地 认为 沃 利 斯 书 中 的 方法 属于 另 一 位 英国 数学 家 佩 尔 ， 并 
且 正 是 欧 拉 将 这 个 方程 称 为 我 们 目前 所 熟知 的 “ 佩 尔 方程 "” 这 个 误解 使 佩 尔 获得 了 不 朽 的 
数学 名 声 ?1! 
假设 可 求 得 佩 尔 方程 
x* -Dy =1 
的 一 个 解 (x, ，y,)， 则 可 以 利用 上 一 章 中 对 D =2 所 描述 的 同样 方法 来 产生 一 个 新 的 解 ， 将 
已 知 解 因 式 分 解 为 
1 =: 1 Dyi = (x + yiVD) (x, - y.vD), 
两 边 同时 平方 便 得 到 一 个 新 的 解 
1 = 1 = (x +yVD) (xz - yvD)’ 
= ((x? + yD) +2xVD)(( + 7D) - 2x1y.VD) 
= (x + yD)’ - (2xiyi)2D. . 
也 就 是 说 ，(* +yD，2xy) 是 一 个 新 解 。 取 3 次 赛 、4 次 宕 ， 等 等 ， 可 以 找到 所 需 的 任意 
多 个 解 . 
还 留 有 两 个 麻烦 的 问题 ， 首先 ， 每 个 佩 尔 方程 都 有 解 吗 ? 注意 ， 当 我 们 研究 佩 尔 方程 
x -2y =1 时 ， 这 个 问题 并 不 存在 ， 因 为 对 这 个 特定 的 方程 能 轻易 地 找到 解 (3，2)， 其 次 ， 
假定 一 个 给 定 的 健 尔 方程 确实 有 解 ， 是 否 每 个 解 都 可 通过 对 最 小 解 取 寡 而 得 到 ? 对 于 方程 
x ~2y =1， 我 们 证 明了 确实 如 此 ， 因 为 每 个 解 都 可 通过 3 +2 2 的 寡 产 生 ， 下 面 的 定理 同 
时 回答 了 以 上 两 个 问题 . 
定理 30. 1 ( 佩 尔 方程 定理 ) 设 刀 是 一 个 正 整数 且 不 是 完全 平方 数 ， 则 佩 尔 方程 
x -Dy =1 
总 有 正 整数 解 . 如 果 (x，，y1) 是 使 %) 最 小 的 解 ， 则 每 个 解 (%;，y,) 可 通过 取 知 得 到 : 
zi + yi VD = (x+ 和 VD) k= 1,2,3,.. 
例如 ， 佩 尔 方 程 | 
和 -477 =1 
的 最 小 解 为 (*，y) = (48，7)， 那么 所 有 解 可 通过 对 48 +7 V47 取 朝 得 到 ， 第 二 小 和 第 三 小 
的 解 分 别 是 
(48 +7 V47)’ = 4607 + 672 V47, 
(48 +7 V47)’ = 442 224 + 64 505 V47. 
佩 尔 方程 定理 的 第 二 部 分 是 说 , 佩 尔 方程 的 每 个 解 是 最 小 解 的 究 ， 其 证 明 其 实 并 不 太 
日 有些 人 生来 伟大 ， 有 些 人 实现 了 伟大 ， 而 有 些 人 则 被 冠 以 数学 上 的 伟大 ， 为 了 有 利于 澄清 历史 ,“ 佩 尔 方程 "的 


一 个 更 好 的 名 称 应 为 ^B 方程 ”"， 以 此 纪念 三 位 姓氏 以 B 开头 的 数学 家 一 一 婆罗 摩 舌 多 ( Brahmagupta) 、 婆 什 迦 
罗 ( Bhaskaracharya) 和 布朗 克 尔 (Brouncker). 
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难 . 对 任意 的 D 值 ， 可 以 用 上 一 章 中 证 明 D =2 时 的 类 似 方法 去 证 明 ， 然 而 ， 第 一 部 分 ( 即 
每 个 佩 尔 方程 至 少 有 一 个 解 ) 的 证 明 稍 微 有 点 困难 ， 我 们 把 这 两 部 分 的 证 明 推 后 到 第 32 章 . 
表 30.1 列 出 了 所 有 D<75 的 佩 尔 方程 的 最 小 解 ， 如 你 所 见 ， 有 时 候 最 小 解 相 当 小 ， 例 
如 ， 相 对 于 方程 和 -757 =1 有 最 小 解 (26,，3)，, 方程 *” -727 =1 有 更 小 的 解 (17,， 2). 另 
一 方面 ， 有 时 候 最 小 解 非常 巨大 ， 表 中 显著 的 例子 有 
x - 61y” = 1 的 最 小 解 为 (1 766 319 049 ,226 153 980)， 
xz 一 73y” = 1 的 最 小 解 为 (2 281 249 ,267 000). 
这 种 现象 的 另 一 个 例子 是 
x” -97y” = 1 的 最 小 解 为 (62 809 633 ,6 377 352 ) . 
当然 ， 还 有 一 个 已 经 提 到 的 方程 x -313y* =1 同样 有 非常 大 的 最 小 解 . 


表 30.1 佩 尔 方程 六 -Dy =1 的 最 小 解 
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关于 何 时 最 小 解 真 的 很 小 、 何 时 最 小 解 很 大 的 问题 ， 还 没有 已 知 的 模式 ， 已 经 知道 方程 
x* -Dy =1 的 最 小 解 (x，y) 满 足 x<2”， 但 这 显然 不 是 一 个 很 好 的 估计 9S， 或 许 你 会 看 出 一 


日 西 格 尔 (C. LSiegel) 有 一 个 关于 最 小 解 (x，y) 的 更 精确 的 界 ， 他 证 明了 对 每 个 也 都 有 一 个 正 整数 六 使 得 
hh ,log(x+yYD) 与 YD 有 相同 的 阶 ， 特别 地 ，logx 和 logy 不 会 比 v 万 的 倍数 大 很 多 .因此 ， 欲 使 *>，y 较 小 ， 这 
个 神秘 的 数 1 称 为 刀 的 类 数 ) 需 很 大 ， 关 于 类 数 有 许多 未 解决 的 问题 ， 其 中 包括 高 斯 著名 的 猜想 : 有 无 穷 多 个 
D 使 其 类 数 为 1. 
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个 别人 没有 注意 的 模式 并 利用 它 去 证 明 关 于 佩 尔 方程 解 的 至 今 不 为 人 知 的 性 质 . 
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习题 


30.1 佩 尔 方程 是 指 形 如 x* - Dy* =1 的 方程 ， 其 中 D 是 一 个 不 是 完全 平方 数 的 正 整 数 ， 你 能 想 出 为 什么 要 
求 DD 不 是 完全 平方 数 吗 ? 假定 D 是 一 个 完全 平方 数 ， 比 如 D = 4* ， 你 能 描述 方程 x* - 4*y =1 的 整 
数 解 吗 ? 

30.2 求 出 佩 尔 方程 x -22y =1 的 一 个 解 ， 满 足 x > 105. 

30.3 证明 佩 尔 方程 x* -11y =1 的 每 个 解 都 可 由 10 +3V11 取 睾 得 到 .， (不 要 仅 引 用 佩 尔 方程 定理 ， 希 望 你 
能 利用 第 29 章 处 理 方程 x*” -27 =1 的 方法 给 出 关于 这 个 方程 的 证 明 . ) 

30.4 继续 研究 习题 29. 4 中 描述 的 五 角 数 . 
(a) 是 否 存在 五 角 数 (1 除外 ) 同 时 也 是 三 角 数 ? 有 无 穷 多 个 这 样 的 数 吗 ? 
(b) 是 否 存在 五 角 数 (1 除外 ) 同 时 也 是 平方 数 ? 有 无 穷 多 个 这 样 的 数 吗 ? 
(c) 是否 有 一 些 数 (1 除外 ) 同 时 是 三 角 数 、 平 方 数 和 五 角 数 ? 有 无 穷 多 个 这 样 的 数 吗 ? 


第 31 章 ， 委 番 图 逼近 


如 何 求 出 佩 尔 方程 
和 -Dj =!1 
的 一 个 正 整 数 解 +，y? 因 式 分 解 
(x-yVD)(x+yVD) = 1， 
将 1 表 成 两 个 数 的 乘积 ， 其 中 一 个 相当 大 ， 更 精确 地 说 ， x+yv 万 相当 大 ， 尤其 在 x*，y 很 大 
的 时 候 更 是 如 此 ， 因 此 ， 另 一 个 因子 


1 
-yD = 
SA _ xz +7yVD 


必定 相当 小 . 
我 们 利用 上 面 的 结果 来 研究 以 下 问题 : 
x -YY 万 能 小 到 何 种 程度 ? 
如 果 能 找到 整数 x*, y 使 +*-yvVD 非 常 小 ， 则 可 以 期 望 x, y 是 佩 尔 方程 的 一 个 解 S， 本 章 的 
剩余 部 分 将 专注 于 给 出 狄 利克 雷 对 于 该 问题 的 一 个 漂亮 的 解答 ， 下 一 章 我 们 将 回 到 对 佩 尔 方 
程 的 讨论 . 
从 问题 最 容易 的 答案 开始 . 对 任意 正 整数 y， 如 果 取 * 是 最 接近 y VD 的 整数 ， 那 么 差 


1x -yV 万 | 至 多 是 二 
这 是 因为 任意 一 个 实数 都 介 于 两 个 整数 之 间 ， 所 以 该 实数 与 较 近 一 个 整数 的 距离 至 多 是 廊 . 


还 能 做 得 更 好 吗 ? 下 面 是 关于 V13 的 一 个 简 表 ， 对 1 到 40 之 间 的 每 个 y， 表 中 列举 了 与 
y V13 最 接近 的 整数 x 以 及 1 x -y V131 和 ** -13y 的 值 . 


x Y 1x-y Wi31 好 一 13) x 7 lixs-yVI3l 2 -13 
4 1 0. 394 449 3.000 32 9 0. 449 961 一 29.000 
7 2 0.211 103 -3.000 36 10 0.055 513 -4.000 
11 3 0. 183 346 4.000 40 “亲生 0. 338 936 27.000 
14 4 0. 422 205 -12.000 43 12 0.266 615 -23.000 
18 5 0. 027 756 -1.000 47 13 0. 127 833 12. 000 
22 6 0. 366 692 16. 000 50 14 0.477718 一 48.000 
25 了 0. 238 859 -12.000 54 15 0. 083 269 -9.000 
29 8 0. 155 590 9.000 58 16 0.311 180 36. 000 


日 ”遗憾 的 是 ， 正 如 生活 中 经 常 发 生 的 那样 ， 当 结果 表明 x，y 仅仅 是 * 佩 尔 型 "方程 x* -Dy* = 的 解 时 ， 我 们 的 希 
望 落空 了 .不 要 失望 ， 化 悲伤 为 欢乐 ,我们 可 以 适当 地 选取 x? - Dy* =MM 的 两 个 解 ， 并 且 非 常 奇妙 地 用 它们 来 
求 衬 -Dr =1 的 解 . 
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( 续 ) 


x -13y’ 


x =!137 


61 17 0. 294 372 -36.000 105 29 0.439 013 92. 000 
65 18 0. 100 077 13. 000 108 30 0. 166 538 -36. 000 
69 19 0.494 526 68. 000 112 31 0.227 910 51. 000 
72 20 0. 111 026 -16.000 l 115 32 0. 377 641 -87.000 
76 21 0. 283 423 43. 000 119 33 0.016 808 4. 000 
79 22 0. 322 128 -51.000 123 34 0.411 257 101. 000 
83 23 0. 072 321 12. 000 126 35 0. 194 295 一 49.000 
87 24 0. 466 769 81.000 130 36 0. 200 154 52. 000- 
90 25 0. 138 782 -25. 000 133 37 0. 405 397 —108.000 
94 26 0. 255 667 48. 000 137 38 0.010 948 -3.000 
97 27 0. 349 884 -68.000 141 39 0. 383 500 108. 000 


0.044 564 0. 222 051 


注意 ， 正 如 我 们 所 预测 的 那样 ，(* -y Vi ) 总 是 小 于 施 ， 有 时 它 接 近 才 ， 比 如 当 y = 19 


和 yY=24 时 ， 但 有 时 它 又 很 小 ， 例 如 ， 表 中 有 四 个 例子 ， 它 们 的 距离 都 小 于 0. 05 : 


(x;,y) = (18,5), lx-y VI3|=0.027756, w* -13y* = -1， 
(x,y) = (101,28), 1 x—-y vl3l=0.044564, x - 13y* = 9， 
(x,y) = (119,33), | x—-y Vl3| =0.016808, x -13y = 4， 
(x,7) = (137,38), I x-y Vl3l=0.010948, x -13y =-3. 
如 果 将 表 延 伸 到 y =200， 我 们 将 发 现下 面 所 有 的 数 对 满足 1 x-y Vi31 <0.05: 
(18,5) ,(101,28) ,(119,33) ,(137,38) ,(155 ,43) ,(238 ,66) ,(256,71) ， 
(274,76) ,(292 ,81) ,(375,104) ,(393 ,109) ,(411,114) ,(494 ,137) ， 
(512,142) ,(530,147) ,(548 ,152) ,(631,175) ,(649 ,180) ,(667 ,185 ). 
你 看 出 什么 模式 了 吗 ? 唉 ， 我 也 没 看 出 来 . 
由 于 似乎 没有 什么 明显 的 模式 ， 因 此 采用 一 种 不 同 的 方式 将 1 x ~-y V131 变 小 .我 们 
使 用 的 方法 叫做 


鲍 笼 原理 
“这 个 奇妙 的 原理 是 说 ， 如 果 鲍 子 比例 笼 多 ， 那么 至 少 有 一 只 第 子 里 有 2 只 以 上 的 镶 
子 ?! 尽管 该 原理 看 上 去 是 明显 和 平凡 的 ， 但 是 对 该 原理 的 恰当 应 用 能 产生 丰富 的 数学 
成 果 . 


我 们 将 要 做 的 是 寻找 两 个 不 同 的 倍数 y, VD 和 y, VD， 使 它们 的 差 非常 接近 一 个 整数 . 
为 此 ， 选 择 某 个 大 数 了 并 考虑 如 下 所 有 的 倍数 : 


合 ” 甸 笼 原 理 是 城 里 人 的 叫 法 ， 它 经 常 以 摘 屁 原理 或 SchuibfachschluB 的 名 字 在 乡村 中 流传 . 抽 居 原理 断言 如 果 物 
体 比 抽 性 多， 那么 ， 某 个 抽 展 中 至 少 包含 两 个 物体 . 许多 人 认为 与 鲍 逢 相 比 ， 抽 层 有 点 单调 ， 而 德语 
SchubfachschluB 听 起 来 更 雅致 些 ， 我 也 如 此 认为 . 
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0vVD，1vD，2vDT，3vD,…,7VvD. 
将 每 一 个 倍数 写成 一 个 整数 与 一 个 介 于 0 和 1 之 间 的 小 数 之 和 ， 224 
0VD = N。+F。， 其 中 NN, =0,P =0. 
1VD = N, + F,， 其 中 WN, 是 整数 ,0 < F, <1. 
2VD = N, + F,， 其 中 N, 是 整数 ,0 < Ff, < 1. 
3VD = N + 已 ， 其 中 是 整数 ,0 < Ff, < 1. 


YVD = Ny + F,， 其 中 N, 是 整数 ,0 < F, < 1. 
我 们 这 里 的 饮 子 就 是 Y+1 个 数 F，F,，…，F,， 所 有 的 名 子 都 在 0 到 1 之 间 ， 所 以 它 
们 全 部 落 在 区 间 0<t<1 中 .我 们 将 这 个 区 间 等 分 成 了 个 鲍 乱 ， 也 就 是 说 ， 将 如 下 的 区 间 取 
作 名 第 : 
铝 笔 1: 0 了 三 上 < 1/Y. 
饮 穹 2: 1/Y < 1 < 2/Y. 
够 第 3: 2/Y < 1 < 3/Y. 


使 乱 了: (Y-1)/Y<t < Y/Y. 
每 只 鸽子 都 栖息 在 一 个 铝 笼 中， 且 鲍 子 的 数目 多 于 铝 笼 的 数目 ， 因 此 ， 铝 笼 原理 确保 了 某 个 
铝 逢 中 至 少 有 两 只 鲍 子 . 图 31.1 举例 说 明了 D =13, Y=5 时 的 鸽子 和 铝 乱 ， 可 以 看 到 铝 子 
0 和 人 饮 子 5 都 栖息 在 铝 笼 1 中 . 
鸽子 0 饮 子 ! 够 子 2 ” 铝 子 3 够 子 4 鲍 子 5 


外 A 和 XA 全 


0.00000 0.60555 0.21110 0.81665 0.42221 0.02778 


铝 答 1 镶 答 2 铝 乱 3 铝 笼 4 铝 笼 5 


OSt<¥} 二 St<E dct<} St< 和 和 St<1 
图 31.1 D=13, Y=5 时 的 名 子 和 鲍 和 卸 


我 们 现在 知道 有 两 只 鸽子 ， 比 如 说 ， 铝 子 F, 和 F, 栖息 在 同一 个 钢 逢 中 ， 将 这 两 只 鲍 
子 做 上 标记 使 得 <m 注意 到 铝 乱 相当 狭 窗 ， 长 度 仅 有 1AY， 所 以 F, 与 ,之 间 的 距离 小 
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于 1/ZY 用 数学 术语 表示 出 来 就 是 
| F, -Fl<1/Y. 
下 面 利用 
mVD =N, +F,, nvD=N +rF, 
将 上 述 不 等 式 改写 成 
| (mvD-N,)- (nvD-N,)!l < 1/Y. 
将 不 等 式 左 端的 项 重 排 可 得 
1(NW -N,)- (n-m)vDl < 1/Y. 
注意 到 NN, - N, 和 n -~m 都 是 ( 正 ) 整 数 . 如 果 分 别 将 它们 记 作 x，y， 那 么 就 完成 了 使 1 x - 
yVD1 相当 小 的 目标 . 
我 们 最 后 的 任务 是 估计 整数 y =m -mm 的 大 小 .my, 的 选取 使 得 在 鸽子 F。，F,，…， FF, 
中 ， 鲁 子 和, 在 同一 个 铝 乱 中 ， 特 别 地 ，mm, 于 介 于 0 和 了 之 间 ， 由 于 选择 了 n>m, 从 
而 有 0<m<n<Y， 由 此 可 知 y 满 足 
0O0<ry<r. 
总 之 ,我 们 已 证 明了 对 任意 整数 Y， 可 以 找到 整数 x，y 使 得 
0O<y<Y, lx-yvDI<1/Y. 
此 外 ， 随 着 了 的 取 值 越 来 越 大 ， 我们 可 以 自动 得 到 新 的 x 和 y， 这 是 因为 对 任意 固定 的 x 和 
y， 不等式 
lx-yvDI <1/Y 
在 了 充分 大 时 9 是 不 成 立 的 .最 后 看 到 一 个 平凡 的 结果 1/Y<1/y， 这 样 就 完成 了 下 面 犹 利克 
雷 定理 的 证 明 . 
定理 31.1( 狄 利克 雷 的 丢 普 图 殖 近 定理 一 一 版 本 1) 假设 DD 是 一 个 非 完全 平方 数 的 正 
整数 ， 则 存在 无 穷 多 个 正 整数 对 (x*，y) 使 得 
lx-yvDI< 1/y. 
可 以 用 D=13 时 的 表 来 说 明 狄 利克 雷 的 丢 番 图 通 近 定理 . 表 中 有 7 个 数 对 (x,， yy) 满足 
不 等 式 
Ix-yvDI< 1/y, 
它们 是 
(4,1),(7,2),(11,3),(18,5),(36,10),(119,33),(137,38). 
看 上 去 好 像 很 多 ， 但 这 样 的 数 对 实际 上 相当 稀少 *， 如 果 将 表 延 伸 到 y =1000， 我 们 会 发 现 
另外 四 个 数 对 : 
(256,71) ,(393 ,109) ,(649 ,180) ,(1298 ,360); 


日 ”我 们 含蓄 地 利用 了 D 不 是 完全 平方 数 这 一 事实 ， 因 为 如 果 D 是 完全 平方 数 ， 则 1 x -yYD1 可 能 等 于 零 . 

马 当然 ， 在 某 种 意义 下 这 样 的 数 对 并 不 稀少 ， 因 为 存在 无 穷 多 个 这 样 的 数 对 ， 乍 看 起 来 ， 将 有 无 穷 多 个 可 利用 的 
资源 还 称 为 “稀少 "是 有 点 荒唐 .然而 ,这样 的 数 对 在 所 有 正 整 数 对 集合 中 非常 稀少 .这 与 我 们 在 第 13 章 中 的 
观察 类 似 : 尽管 有 无 穷 多 个 素数 ， 但 合 数 占 “ 大 多 数 ". 
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即使 将 表 延 伸 到 y =5$000， 也 只 能 再 得 到 另外 四 个 数 对 : 
(4287 ,1189) ,(4936 ,1369) ,(9223 ,2558 ) ,(14 159 ,3927 ) . 
有 一 个 叫做 丢 番 图 逼近 论 的 完整 学 科 专 门 研究 用 有 理 数 去 盟 近 无 理 数 . 在 犹 利克 雷 的 丢 
番 图 允 近 定理 中 ， 无 理 数 VD 是 由 有 理 数 x/y 逼近 的 ， 因为 在 狄 利克 雷 不 等 式 两 边 同 除 以 y 
可 得 


这 就 清楚 地 表明 ， 如 果 y 很 大 ， 那 么 x/y 非常 接近 VD. 
回顾 一 下 狄 利克 雷 的 丢 番 图 逼近 定理 的 证 明 ， 我 们 会 发 现实 际 上 从 来 没有 用 过 V 万 是 姜 
的 平方 根 这 一 事实 . 家 人 成 下 全 于 多 间 的 是 V7 本 用 是 < 个 有 理 数 ， 因 此 ， 我 们 实际 证 明 
的 是 下 面 更 一 般 的 结果 . 
定理 31. 2{ 狄 利克 雷 的 丢 番 图 和 逼近 定理 一 版 本 2) 假设 a>0 是 一 个 无 理 数 ， 即 w 是 
一 个 不 能 表 成 分 数 a/b 的 实数 ， 则 存在 无 穷 多 个 正 整数 对 (x，7) 使 得 
1x -~yal< E 
和 
例如 ， 可 以 将 a 取 作 
T = 3;141 592 653 589 793 238 462 643 383-.…. 
下 面 的 表 列 出 了 y <500 且 满 足 
lx-yn|l<1/y 
的 所 有 数 对 (*，y) ，1 x* -yn1 .y 和 x/y 的 值 也 一 起 列 出 ， 更 精确 地 说 ， 因 为 主要 对 比率 
x/Y 感 兴 趣 ， 所 以 表 中 只 列 出 了 满足 gcd(x，y) =1 的 数 对 . 


1x-yml 7 XVY 


% 2 
3 1 0. 141 593 3. 000 000 0000 
19 6 0. 902 664 3. 166 666 666 7 
22 7 0. 061 960 3. 142 857 142 9 
333 106 0. 935 056 3. 141 509 4340 
355 113 0. 003 406 3. 141 592 920 4 


注意 到 分 数 22/7 和 355/113 尤其 接近 mn， 它们 过 去 被 广泛 地 用 作 7 的 近似 值 ， 结果 表明 下 
一 个 接近 7 的 有 理 数 是 | 


103 993 
33 102 


所 以 我 们 不 得 不 极 大 地 扩展 搜索 范围 以 发 现 更 好 的 近似 值 . 

我 们 一 直 在 使 用 这 种 蛮 力 方法 寻找 无 理 数 的 有 理 逼 近 .， 对 每 个 y， 选 取 最 接近 ya 的 整 
数 x 并 检查 x/y 与 a 的 接近 程度 .有 一 种 建立 在 连 分 数 基础 上 寻找 最 佳 逼 近 x/y 的 更 加 系统 
化 的 方法 ， 我们 将 在 第 39 章 和 第 40 章 中 研究 连 分 数 ， 要 想 做 进一步 了 解 ， 可 参看 达 文 波 特 
的 《高 等 算术 ) 或 任 一 本 标准 的 初等 数论 教程 .为 了 说 明 连 分 数 的 威力 ， 我们 提 一 下 ， 它 们 


= 3.141 592 653 011 903…, 


228 


748 - 第 31 章 


可 以 用 来 寻找 有 理 数 
5 419 351 


1 725 033 = 3. 141 592 653 589 815 383… 


和 
21 053 343 141 
6701 487 259 


它们 分 别 精 确 到 ”5 的 小 数 点 后 13 位 和 21 位， 显然， 我 们 不 想 用 蛮 力 方法 去 寻找 这 样 的 例 
子 ! 连 分 数 还 提供 了 一 个 解 佩 尔 方程 的 有 效 方法 ， 即 使 解 非常 大 时 也 能 求解 ， 在 习题 中 将 会 
看 到 连 分 数 方法 是 如 何 用 来 寻找 黄金 比 的 有 理 副 近 的 . 


= 3. 141 592 653 589 793 238 462 381 7…， 


习题 
31.1 证 明 狄 利克 雷 的 丢 番 图 逼近 定理 的 版 本 2. 
31.2 数 
" 3 = 1.618 033 988 749 89… 
被 希腊 人 称 作 黄 金 比 . 


(a) 对 每 个 y<20, 求 出 使 1 x -yy1 尽 可 能 小 的 整数 x， 哪 一 个 满足 y<20 的 有 理 数 x/y 最 接近 y? 
(b) 如果 能 使 用 计算 机 ， 求 出 所 有 满足 
21 <y<1000, gcd(x,y) =1, lx-yyl<1/y 
的 数 对 ， 比 较 x/y 与 y 的 值 . 

(c) 查 明 希 腊 人 称 y 为 黄金 比 的 原因 ， 并 撰写 一 两 段 文章 说 明 y 的 数学 意义 以 及 y 是 如 何 出 现在 艺 
术 和 建筑 中 的 . 

31.3 考虑 以 下 产生 一 列 有 理 数 的 法 则 . 

。 第 一 个 数 是 nm =1. 

。 第 二 个 数 是 7, =1+1/r =1+1/1 =2. 

。 第 三 个 数 是 r=1+1/r,=1+1/2 =3/2. 

es 第 四 个 数 是 7 =1+1/r, =1 +2/3 =5/3. 

一 般 地 ， 列 中 第 n 个 数 由 7,=1+1/r,_1 给 出 . 

(a) 计 算 r,，7,，…，rw 的 值 ，( 应 该 得 到 r,。=89/55. ) 

(D) 设 y= 寺 (1+y5) 为 黄金 比 。 计 算 差 

Ilr-yl,lr -yl,…,lro -yl 
并 用 小 数 表 示 ， 你 注意 到 了 什么 ? 

(ce) 如 果 有 计算 机 或 能 执行 程序 的 计算 器 ， 计 算 r。，re ，ro， 并 将 它们 与 7 作 比 较 . 

(d) 假 设 数列 r,，r,，7;，… 中 的 数 越 来 越 接近 某 个 数 " 〈 用 微 积 分 学 的 记号 ， 即 "= limr,. ) 利 用 
mr =1+1《r, ,说 明 r 应 该 满足 r=1+lMr 的 原因 ， 由 此 证 明 r=y， 从 而 说 明了 (b)、(e) 中 的 
结论 . 

(e) 再 看 一 下 分 数 盖 ，m ， 方 ，… 中 的 分 子 与 分 母 . 你 认识 这 些 数 吗 ? 如 果 你 认识 ,证 明 它 们 具有 你 
所 声称 的 数值 . 

31.4 狄 利克 雷 的 丢 番 图 逼近 定理 告诉 我 们 ， 存 在 无 穷 多 个 正 整数 对 (*，7y) 满 足 1 zx -ywy21 <1/y， 本 习 

题 问 你 是 否 可 以 做 得 更 好 . 
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(a) 对 下 面 每 一 个 y, 求 出 一 个 x 使 得 | x -yy21 <1/y: 
y = 12,17,29,41,70,99,169,239 ,408 ,577 ,985 ,1393 ,2378 ,3363. 
(这 个 表 中 给 出 了 10 到 5000 之 间 所 有 可 能 的 y. ) | x -yy21 的 值 能 比 1/y 小 很 多 吗 ? 它 能 像 
1/Y 一 样 小 吗 ? 将 1x-yY21 的 值 与 1/y 和 1/y* 作 比 较 的 一 个 好 方法 是 计算 yl x-yY21 和 
六 1x-yY21. 关于 ylx-yv21 的 最 小 可 能 值 ， 你 能 作出 一 个 猜测 吗 ? 
《b) 证 明 下 面 两 个 陈述 对 每 个 正 整 数 对 (x*，y) 都 成 立 ; 
(i) | x* -2y 1 >1. 
(ii) 如 果 1x-yw1 <1《M， 则 x+ywv <2yvI+ILAy 
利用 (iD 和 (ii) 证 明 
1x -ywv21> 


这 能 解释 你 在 (a) 中 的 计算 吗 ? 


一 对 所 有 正 整数 对 (xz,y) 成 立 . 
27ywv2 + 1/y 
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现在 回 到 寻找 佩 尔 方程 
x -Dy’ 三 是 

的 解 这 一 问题 .正如 在 上 一 章 所 看 到 的 那样 ， 应 该 期 望 在 使 得 1 x* -y V 万 | 较 小 的 数 对 (x， 

y) 中 发 现 解 ， 因 为 佩 尔 方程 的 任 一 解 满足 


1 1 
1x -YYVvD1 = 一 -一 -一 < 一 . 
1|x+yvD1 y 


我 们 的 想法 是 取 两 个 使 x** - Dy* 具有 相同 数值 的 数 对 并 “将 它们 相 除 ”. 


举 个 例子 有 助 于 说 明 我 们 的 思想 方法 ， 取 D =13. 观察 第 31 章 中 的 表格 ， 可 以 看 到 数 
对 (mm 7) =(11，3) 和 (x,，y,) = (119，33) 都 是 方程 x -13y* =4 的 解 . 将 这 两 个 解 “ 相 


除 ” 如 下 : 


119 - 33 V13 _ (至 — 33 (i +3 v13 
11 -3 v13 11 ~3 v13 ll +3 V13 


_ 22 -6 V13 
4 


11 3 
i te dE 


瞧 ! 数 对 (11/2，3/2) 是 佩 尔 方程 x -137 =1 的 一 个 解 ， 可 是 ， 你 可 能 已 经 注意 到 ， 它 不 
是 整数 解 。 困 难 就 在 于 分 母 上 出 现 了 讨厌 的 2. 更 精确 地 说 ， 因 为 11* -3*. 13 =4， 所 以 分 
母 上 出 现 4， 因 此 只 需 将 分 母 上 的 2 消去 . 

如 果 我 们 寻找 方程 x** ~13y* =4 更 多 的 解 ， 也 许可 以 找到 一 个 解 使 分 母 上 的 4 能 消去 . 
搜索 其 他 解 ， 最 终 找到 (14 159，3927)， 将 这 个 解 作 为 (x,，y,)， 计 算 

14 159 - 3927 V13 _ 2596 -720 V13 _ 649 _ 180 /3. 
11 -3 V13 4 

找到 了 ! 佩 尔 方程 x* -13y* =1 有 一 个 整数 解 (x*，y) = (649，180). 

为 什么 由 数 对 (11，3) 和 (14 159，3927 ) 能 成 功 得 到 整数 解 呢 ?” 结 果 表 明 ， 这 两 对 解 之 
所 以 能 约 掉 分 母 上 的 4， 是 因为 

ll1 = 14159(mod 4), 3 = 3927( mod 4). 

借助 于 这 个 关键 的 观察 结果 ， 我 们 最 后 准备 证 明 在 第 30 章 中 给 出 的 佩 尔 方程 定理 .为 方便 
起 见 ， 将 定理 重新 陈述 如 下 . 

定理 32.1( 佩 尔 方程 定理 ) 设 刀 是 正 整数 且 不 是 完全 平方 数 ， 则 佩 尔 方程 

x -Dy =1 
总 有 正 整 数 解 。 如 果 (x!，Yy1) 是 使 x 最 小 的 解 ， 则 每 个 解 (x;，Y) 可 以 通过 取 知 得 到 : 
ze + yD = (xz +7yVD) k= 1,2,3,.. 
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证 明 第 一 个 目标 是 证 明 佩 尔 方程 至 少 有 一 个 解 ， 由 狄 利克 雷 的 丢 番 图 允 近 定理 31.1 
可 知 ， 存 在 无 穷 多 个 正 整数 对 (*，y) 满足 不 等 式 
1z -7VD1< 本 
假定 (x*，y) 是 这 样 的 一 个 数 对 .我 们 要 估计 
lx -Dyl=Ilx-yvVDI:lx+yVDI 
的 大 小 ， 右 边 第 一 个 因子 小 于 1/y， 对 第 二 个 因子 能 说 点 什么 呢 ? 
利用 1 x-yVYD1 <1/y, 易 见 
x <yVD+1/y, 
因此 
xz+yyD < (yD +1/y) +yvD < 2y VD + 1/y < 3yYD. 
将 最 后 一 个 不 等 式 两 边 同 乘 1 x -yVD1 可 得 
lx -Dyl <lx-yvVDl:3yVD < (1/y) : (3y VD) = 3 wD. 
概括 地 说 ， 我 们 已 经 证 明了 每 个 满足 不 等 式 
lx-yvVDI<1/y 
的 正 整数 解 (x*，y) 也 满足 
lx -Dy|<3WwD. 

我 们 现在 要 使 用 在 第 31 章 中 引入 的 铅 笼 原理 的 变形 ， 铅 子 是 满足 不 等 式 1x -yVD1I <1/y 
的 正 整 数 对 (x，y). 由 狄 利 克 震 的 丢 番 图 逼近 定理 知 ， 存 在 无 穷 多 个 鸽子 5， 而 鸽 笼 是 整数 
一 
其 中 了 是 小 于 3 VD 的 最 大 整数 ， 我们 知道， 如 果 (x*，y) 是 蚤 子 ， 则 数量 x** -Dy 在 -7 到 7 

之 间 ， 所 以 可 以 将 钥 子 (*，y) 安排 到 用 关 -Dy 标号 的 铝 逢 中 ， 

现在 要 将 无 穷 多 个 鸽子 塞 进 有 限 个 铝 乱 中 2! 显然 ， 必 有 某 个 钥 乱 含有 无 穷 多 个 鸽子 . 
设 铝 笼 M 含有 无 穷 多 个 鸽子 (为 了 使 表达 简化 ,我 们 假设 W 是 正 的 ._ M 是 负数 时 的 论证 
与 正 数 时 的 论证 非常 相似 ， 留 给 读者 . ) 用 数学 术语 表示 ， 这 就 意味 着 “ 佩 尔 型 "方程 

x -Dy =M 

有 无 穷 多 个 正 整 数 解 (x*，y). 我 们 将 这 些 解 列 出 : 

. (X,Y,), (X,Y), (X,Y,), (X,Y,),-. 
牢记 这 个 正 整 数 对 序列 会 无 限 继续 下 去 . 

按照 本 章 开 头 例子 中 建议 的 方法 ， 我 们 寻找 两 个 满足 

xX 三 X(mod M), Y= Y,(mod M) 

的 解 (，Y) 和 (X;，Y;)， 我 们 仍然 利用 驶 笼 原理 找到 它们 .这 一 次 名 子 是 解 (X,，Y)， 

日 、 不 用 担心 ， 你 不 会 被 安排 去 饲养 这 些 钢 子 ， 也 不 必 打 扫 这 些 镶 算 


昌 ” 这 个 任务 与 让 无 穷 多 个 天 使 在 针尖 上 跳舞 有 点 类 似 ， 甚至 还 要 麻烦 .这 就 带 来 一 个 你 可 能 想 思考 的 问题 ;“ 镶 
笼 原理 在 多 大 程度 上 是 明显 的 事实 ， 在 多 大 程度 上 是 一 种 信念 的 体现 ?” 
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(,， 了 ,)，…， 所 以 有 无 穷 多 个 名 子 . 铝 笼 是 数 对 
(A,B), 0O<A<M, 0O<B<M, 
所 以 有 肛 个 铝 笼 ， 我 们 把 每 个 锣 子 ( 蕊 ， 巴 ) 安排 到 大， 六 模 对 简化 后 的 鲍 乱 中 ， 也 就 是 
说 ， 铝 子 (X,,，Y) 被 安排 到 铝 笼 (4，B) 中 ， 其 中 4,，B 满足 
XX 三 A(mod M), Y= B(mod M), 0<4,8B < M. 
我 们 又 要 设法 将 无 穷 多 个 鸽子 塞 进 有 限 个 鸽 乱 中 ， 所 以 必 有 某 个 铝 乱 中 含有 无 穷 多 个 负 
子 . 特别 地 ， 可 以 在 同一 个 铝 乱 中 找到 两 个 不 同 的 钥 子 (站 ， 矶 ) 和 (和 ， 了 区)， 从 数学 上 说 ， 
我 们 给 出 了 上 共有 下 述 性 质 的 两 对 正 整数 (X,，Y) 和 (X,，Y,):. 
X= Xi(mod M), Xr - DY = M, 
Y=Y,(modM), Xi ~ DY: =M. 
如 本 章 早 些 时 候 所 述 ， 现 在 期 望 通过 令 
KX-YAD (XX -YYD) + (XY, -XY) VD 
0 
得 到 佩 尔 方程 x** -y=1 的 一 个 解 (x*，7). 
换 句 话说 ， 我 们 断言 公式 
XX - VYD XY, ~ X,Y, 
= 
给 出 了 方程 x -DY =1 的 一 个 整数 解 . 
首先 验证 (x*，?y) 满足 佩 尔 方程 . 
( 玛 - mn) p (2 - 下 
M M 


xt 


x - Dy = 


(好 - DY) (Xt ~ DY) 
i 
= 1. 
其 次 ， 必 须 验证 x*，y 是 整数 ， 利 用 同 余 式 
XX 三 KX(mod M) 和 YY,(nod M), 
可 以 发 现 x 和 Yy 的 "分子 "满足 
XX -YD= XY -YD = M=0(mod M), 
XY -XY = XY -XY = 0(mod M). 
于 是 分 子 能 被 M 整除 ， 所 以 分 母 上 的 M 可 以 消去 . 这 表明 x，7y 确实 是 整数 ， 必 要 时 改变 符 
号 ， 则 我 们 找到 了 佩 尔 方程 x - Dy =1 的 非 负 整数 解 x*，y 宇 0. 
显然 ,x 宇 1， 还 需 证 明 y 了 0， 但 是 如 果 y =0， 则 语 =X 站， 所 以 
YM= YR -DY) = (XY)’ ~ DOYY,)’ 
= (KY) - DOYY)’ = P(X - DY:) = YM. 
然而 ,我们 选取 的 Y 和 了 是 不 相等 的 正 整 数 ， 所 以 这 不 可 能 发 生 . 因此，y 和 关 0， 从 而 找到 
了 佩 尔 方程 的 正 整 数 解 (x*，y)， 这 就 完成 了 佩 尔 方 程 定理 前 半 部 分 的 证 明 . 
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对 于 后 半 部 分 ， 设 (* ,7 ) 是 使 得 x, 最 小 的 正 整数 解 ， 需 要 证 明 每 个 解 可 以 通过 对 zi + 
yiVD 取 短 得 到 ， 可 以 重复 在 第 29 章 中 对 .D =2 给 出 的 证 明 ， 但 这 里 给 出 一 个 不 同 且 有 趣 的 
证 明 ， 它 对 于 更 一 般 的 情形 是 很 有 用 的 . 

假设 (u,v) 是 x -Dy =1 的 任 一 正 整 数 解 . 沽 虑 两 个 实数 

z = x+yivD，r = zw+oVD. 
数 z 满 足 z>1， 所 以 数落 在 z 的 两 个 寡 之 间 ， 设 
zr<a', 
(精确 地 说 ， 取 为 小 于 log(7)/log(z) 的 最 大 整数 . ) 用 :去除 可 得 
1<zs*.r<z. 
由 x; ，Ys 定义 知 ，z =xi +Yy4 YD， 而 . 
Cx + FVD) (x ~ yAD) = «i -Dy =1, 
所 以 z+=% -yi WD， 于 是 i 
z= yA Du +oVD) = (vu -yoD) + (viv ~ yi) YD. 
和 

对 s，t， 有 下 面 三 个 事实 : 村 

(1)s* -Dr = 1. 

(2)s +t VD=1. 

(3)s+tVD <z. 

我 们 断言 ; 宇 0，t 宇 0， 为 证 明 这 个 断言 ， 我 们 排除 其 他 的 可 能 ， 由 事实 (1) 可 知 ，;s 与 上 不 能 
同 为 负数 ,假设 ;二 0， t+ <0， 则 由 事实 (2) 可 知 s-tYD>s+tYVD1， 所 以 由 事实 (1) 可 得 
1=s -Dr =(s-tvD)(s +tyD) >1. 

这 不 可 能 ， 所 以 不 可 能 有 s 宇 0 而 1 <0. 类 似 地 ， 如 果 s <0, t=0, 则 -s+tVD>s+tvVDz1， 

所 以 
-1=-s+Dre=(-s+tvVD)(s +tyD) >1， 
这 也 不 可 能 ， 我 们 排除 了 s 宇 0，t 宇 0 之 外 的 所 有 可 能 性 ， 从 而 完成 了 断言 的 证 明 . 

我 们 现在 知道 (s，t) 是 方程 *” - DY =1 的 非 负 整数 解 ， 如 果 s，t 都 是 正 数 ， 则 由 (>，， 
71) 是 使 x, 最 小 的 解 这 一 假设 可 知 ;三 x,， 此 外 ， 

2 | xX -1 


= = 


D Dd 


故 有 为 ， 因 此 . 
s+tV D>x, +y VD=z. 
这 与 事实 (3) 中 的 不 等 式 s+tYVD <z 了 矛盾， 于 是 ， 尽管 s, 1 都 是 非 负 的 ， 但 它们 不 能 同 为 正 
数 ， 因 此 ，s,t 中 有 一 个 为 零 ， 由 8 -Dr =1 知 必 有 t=0, s=1. 
概述 一 下 ， 我 们 已 经 证 明 z“*.r 等 于 1， 即 r=z*， 换 句 话说 ,我 们 证 明了 如 果 (u，w») 
是 方程 x* - Dy* =1 的 任 一 正 整 数 解 ， 则 存在 某 个 指数 大 1 使 得 
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r= u+vVD 等 于 = 《Wi + yi VD)’ = x + ys VD. 


这 表明 w+v VD 是 x, +y, VD 的 寡 ， 从 而 完成 了 假 尔 方程 定理 后 半 部 分 的 证 明 ， 口 
习题 
32.1 在 本 章 中 我 们 证 明了 佩 尔 方程 x -Dy =1 总 有 正 整 数 解 . 本题 探 讨 如 果 方 程 右 端 的 1 被 某 个 其 他 数 
替代 将 会 怎样 . 
(a) 对 每 个 2<D<15 的 非 完 全 平方 数 ， 确 定 方程 x** - Dy* = -1 是 否 有 正 整数 解 ， 你 能 确定 一 个 模式 
来 预测 方程 对 哪些 D 有 和 解 吗 ? 
(b) 如 果 (x。， yo) 是 x -Dy = -1 的 一 个 正 整数 解 ， 证 明 (x; + Dy;，2xoYo) 是 佩 尔 方 程 x* -Dy* =1 
的 解 . 


(c) 对 y=1, 2, 3,，…， 看 41y” -1 是 否 为 完全 平方 数 ， 以 此 法 求 方程 *” -41y = -1 的 一 个 解 . 
(你 不 需 走 得 太 远 . ) 利 用 你 的 答案 和 (上 ) 求 出 佩 尔 方程 x* -417” =1 的 一 个 正 整数 解 . 
(d) 如 果 (x。，Yo) 是 方程 x -Dy = 以 的 一 个 解 ， 而 (x,，Y,) 是 佩 尔 方程 x* -Dy* =1 的 一 个 解 ， 证 明 
(zoxi + Dyoy; ，xoy1 +yoxi) 也 是 方程 x* - Dy? = MM 的 一 个 解 ， 利 用 这 个 结果 求 出 方程 x* -2 =7 
的 5 个 不 同 的 正 整 数 解 . 
32.2 对 下 面 每 个 方程 ， 要 么 求 出 它 的 正 整 数 解 (*，y) ， 要 么 说 明 没有 正 整 数 解 的 原因 . 
(a)x* -117 =7 (b)x -11y =433 (ec)x -117 =3 
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当今 几乎 每 个 人 都 熟悉 “ 数 ” 
i =V-1. 
用 “六 表示 -1 的 平方 根 可 以 追溯 到 很 久 以 前 ， 那 时 人 们 带 有 很 大 的 疑惑 来 看 这 样 的 数 ， 觉 
得 这 些 数 确实 离 实数 太 远 ， 应 该 称 之 为 虚数 . 在 这 个 更 加 开明 的 时 代 里 ， 我 们 认识 到 ， 在 某 
种 程度 上 ， 所 有 ”的 数 都 是 用 来 解决 某 种 问题 的 抽象 ， 例如， 数 牛 不 需要 负数 (尽管 印度 人 
早 在 公元 600 年 就 使 用 负数 ,但 欧洲 数学 家 甚至 在 14, 世 纪 还 没有 使 用 负数 ) ， 但 负数 在 记录 
谁 欠 谁 多 少 牛 时 是 有 用 的 . 当 人 们 开始 处 理 可 细 分 的 对 象 ， 如 分 小 麦 或 玉米 地 时 ， 分 数 就 自 
然 地 出 现 了 ， 无 理 数 ， 即 不 能 表 成 分 数 的 数 ， 甚 至 出 现在 一 种 最 简单 的 度量 中 ， 当 毕 达 哥 拉 
斯 学 派发 现 某 种 几何 图 形 的 对 角 线 与 它们 的 边 不 可 公 度 时 发 现 了 无 理 数 ， 这 个 发 现 推翻 了 当 
时 传统 的 数学 知识 ， 而 泄露 这 个 秘密 的 人 被 处 以 死刑 ， 虚数 的 引入 在 19 世纪 的 欧洲 引起 了 
类 似 的 惊慌 ， 尽 管 对 使 用 虚数 的 人 实施 的 制裁 已 不 像 早期 那样 严厉 . 
虚数 或 更 一 般 的 复数 
2 =% + 这 
被 引入 到 数学 中 来 有 它 明确 的 目的 一 一 作为 方程 的 解 ， 例 如 ， 解 方程 x+3 =0 需要 负数 ， 而 
解 方程 3x -7 =0 则 需要 分 数 ， 对 方程 只 -5 =0， 需 要 无 理 数 /5， 但 即使 引入 更 一 般 的 无 理 
数 ， 仍 然 不 能 解 最 简单 的 方程 x**” +1 =0， 因 为 这 个 方程 没有 任何 “实数 " 解 ， 所 以 没有 任何 
理由 阻止 我 们 创造 一 个 新 的 数 成 为 它 的 解 ， 并 将 这 个 新 数 命 名 为 i” 这 与 因 方程 x* -5 =0 没 
有 分 数 解 便 自由 创造 一 个 解 并 称 之 为 v5 没有 什么 不 同 ， 事 实 上 ， 这 与 看 到 3x -7 =0 在 整数 


中 没有 解 ， 便 创造 一 个 解 并 称 之 为 子 做 的 是 同一 件 事 . 


因此 ， 复 数 被 发 明 出 来 解 像 x* +1 =0 这 样 的 方程 ， 但 为 什么 到 复数 就 停止 了 呢 ? 既 然 
知道 了 复数 ， 我 们 可 以 尝试 解 更 复杂 的 方程 ， 甚 至 像 
(3 +2i)%x’ -( 了 -5i)x -~ (V5 + wii)xz+l7 -8i=0 
这 样 的 复 系数 方程 . 如 果 这 个 方程 无 解 ， 则 我 们 将 被 迫 发 明 更 多 的 数 . 令 人 吃惊 的 是 ， 这 个 
方程 确 有 复数 解 ， 解 (精确 到 小 数 点 后 5 位 数 ) 为 
1.276 09 + 0.72035i, 0.03296 -2.11802i, -1.67858 -0.02264i. 


事实 上 ， 有 足够 多 的 复数 来 解 每 一 个 这 种 类 型 的 方程 ， 下 面 的 命题 有 着 悠久 的 历史 和 令 人 难 ， 


忘 的 名 字 . 


日 ”或 至 少 是 “几乎 所 有 ”". 正如 克 罗 内 克 ( Leopold Kronecker，1823 一 1891 ) 雄辩 地 指出 , “上 帝 创 造 了 整数 ， 其 余 
的 都 是 人 造 的. ” 

马 有 人 也 许 会 说 ,复数 已 经 存在 ， 只 不 过 是 被 发 现 而 已 ， 而 另 一 些 人 则 坚信 像 复 数 这 样 的 数学 实体 是 由 人 类 想象 
力 创 造 出 来 的 抽象 概念 .数学 是 被 发 现 还 是 被 创造 出 来 ， 于 一 个 术 信 风 乔 年 对 题 ， 对 此 ( 像 绝 大 多 数 哲 学 问 
题 一 样 ) 不 可 能 有 一 个 明确 的 答案 . 
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定理 33.1( 代 数学 基本 定理 ) 如果 ua，al，a，…，a 都 是 复数 且 ao 天 0，d 三 1， 则 
方程 
aox + qx + oar + +arxX+as=0 
有 复数 解 . 
这 个 定理 在 18 世纪 被 许多 数学 家 表述 (并 使 用 ) 过， 但 直到 19 世纪 初期 才 发 现 第 一 个 
令 人 满意 的 证 明 .， 目前 已 有 多 种 证 法 ， 有 的 证 明 主 要 利用 代数 方法 ， 有 的 利用 分 析 ( 微 积 
分 ) 方 法 ， 而 有 的 则 利用 几何 思想 . 遗憾 的 是 ， 没 有 一 个 证 明 是 容易 的 ， 所 以 我 们 此 处 不 给 
出 证 明 . 
下 面 研究 复数 的 数论 。 你 无 疑 会 想起 复数 加 减法 的 简单 法 则 ， 复 数 的 乘法 也 是 相当 容 
易 的 ， . 
(a+bi)(c+di) = ac+adi+bci+bdi = (ac -bd) + (ad + be)i. 
对 于 除法 ,使 用 分 母 有 理化 的 老 技巧 ， 
altrbi _a+tbic-di_ (ac + bd) + (~ ad + bo)i 
ctdi c+di c-di c+d’ 
我 们 在 被 称 为 高 斯 整数 的 复数 集 的 子 集 上 研究 数论 .这 些 复数 形 如 
a + bi， a,b 为 整数 . 
高 斯 整数 与 普通 整数 有 许多 共同 的 性 质 ， 例如 ， 如 果 a，B 是 高 斯 整数 ， 则 它们 的 和 a +B、 
差 a-B、 积 a8 都 是 高 斯 整数 ， 然 而 ， 高 斯 整数 的 商 未 必 是 高 斯 整数 (正如 普通 整数 的 商 未 
必 是 整数 一 样 )， 例 如 ， 


1 -6i 37 
不 是 高 斯 整数 ， 而 
16 -11i 26 -65i . 
Sa 1a 2 
是 高 斯 整数 . 


这 表明 可 以 像 对 普通 整数 一 样 对 高 斯 整数 定义 整除 概念 因此 ， 我 们 称 高 斯 整数 a + bi 
整除 高 斯 整数 c+ di， 如 果 存 在 高 斯 整数 。+ ji 使 得 
ctdi= (a+bi)(e+fi). 


当然 ， 这 与 要 求 商 * 十 二 是 高 斯 整数 是 同一 回 事 ， 例 如 ，3 +2i 整除 16 - 11i， 但 1 -6 不 整除 


3 +2i. 
既然 我 们 知道 如 何 谈论 整除 ， 就 可 以 讨论 因 式 分 解 。 例 如 ， 数 1238 - 1484i 可 分 解 为 
1238 - 1484i = (2 +3i) . (-1+4i) (3 +i)’. 
即使 像 600 =23 . 3…5? 这 种 已 经 知道 如 何 分 解 因数 的 整数 也 可 以 用 高 斯 整数 做 进一步 分 解 
因数 : 


600 = -i*: (1 +i) .3. (2+i2 (2 -i)’. 
对 于 普通 整数 ， 素 数 是 基本 构件 ， 因 为 素数 不 能 进一步 分 解 . 当然 ， 从 技术 上 说 ， 这 是 
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不 真实 的 ， 因 为 素数 7 可 以 “分 解 ”为 

7=1.7, 或 7=(-1):. (-1)*…7,， 
甚至 

7=(-1).(-1).(-1) (=-1)… 1.1. 17. 

然而 ， 我 们 认识 到 这 些 并 不 是 真正 不 同 的 分 解 ， 因 为 总 可 以 放 上 更 多 的 1 和 - 1， 什么 原因 
使 1 和 -1 有 这 种 特殊 性 呢 ? 答案 是 TI 和 -1 是 仅 有 的 两 个 具有 整数 (乘法 ) 逆 的 整数 : 

1.1=1，(-1). (=-1) =1. 
(事实 上 ，1 和 -1 的 道 是 其 自身 } 但 这 一 点 并 不 重要 . ) 注 意 ， 如 果 a 是 不 等 于 +1 的 整数 ， 
则 a 没有 整数 乘法 道 ， 因 为 方程 由 =1 没有 整数 解 5， 因 此 ，1 和 -' 是 普通 整数 仅 有 的 两 个 
单位 . 

与 普通 整数 相 比 ， 高 斯 整数 被 赐予 了 更 多 的 单位 ， 例 如 ，i 本 身 就 是 一 个 单位 ， 因 为 
i i.(-i)=1. 

这 个 等 式 还 表明 -i 也 是 一 个 单位 ， 所 以 高 斯 整数 至 少 有 四 个 单位 : 1，-1，i，-i 还 有 其 
他 的 单位 吧 ? 

为 回答 这 个 问题 ， 假 设 a +bi 是 高 斯 整数 的 一 个 单位 ， 这 表明 它 有 一 个 乘法 逆 元 ， 所 以 

存在 另 一 个 高 斯 整数 c+di 使 

(a+ bi)(c +di) =1. 
将 左边 乘 开 可 得 
- ac-bd=]1, ad+bc =10， 
因此 ， 我 们 寻求 这 两 个 方 穆 的 普通 整数 解 (6，0，ec，d)， 后 面 将 看 到 解 这 个 问题 的 一 个 更 
精致 的 (也 更 几何 化 的 ) 方 法 ,但 现在 只 利用 一 点 代数 知识 和 一 点 常识 . 

我 们 需要 考虑 几 种 情形 ， 首先， 如 果 a =0， 则 - bd =1， 因 此 , b= +1, a+bi= +i; 
其 次 ， 如 果 5=0， 则 ac =1， 所 以 a = 1，a + bi= +l 这 两 种 情形 导出 了 已 知 的 四 个 
单位 . 

对 于 第 三 种 也 是 最 后 一 种 情形 ,假设 a 二 0，5 承 0， 则 从 第 一 个 方程 解 出 c 并 将 其 代入 第 
二 个 方程 : : 
1+bd ard+b+bd 


ad +b(——)=0 = 一 


Ee 
a 
因此 ， 使 az#0 的 任 一 解 必须 满足 
(a +6b)d=-5b. 

这 表明 a + Bb 整除 b， 这 是 荒 雇 的 ， 因 为 ae +b? 大 于 4b( 记 住 a。 和 4 都 不 为 0)， 这 表明 情形 
3 没有 产生 新 的 单位 ， 从 而 完成 了 关于 高 斯 整数 第 一 个 定理 的 证 明 . 

定理 33.2( 高 斯 单位 定理 ) 高 斯 整数 仅 有 的 单位 是 1，-1, i，-i, 即 1,，-1, i, -i 
是 仅 有 的 四 个 具有 高 斯 整数 乘法 逆 元 的 高 斯 整数 ， 

任 两 个 高 斯 整数 的 和 、 差 、 商 仍 是 一 个 高 斯 整数 ， 这 使 得 高 斯 整数 集 是 复数 集 的 一 个 有 
趣 的 子 集 ， 注意， 普通 整数 也 具有 这 个 性 质 ， 具 有 这 个 性 质 (同时 包含 0 和 1) 的 复数 集 的 子 
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集 叫做 一 个 环 ， 因 此 普通 整数 和 高 斯 整数 都 是 环 的 例子 ， 还 有 许多 其 他 的 环 躲 藏 在 复数 集 
中 ， 其 中 的 几 个 你 将 会 在 本 章 的 习题 中 见 到 . } 

回 到 高 斯 整数 因 式 分 解 的 讨论 ， 如果 高 斯 整数 a 只 能 被 +1 和 自身 整除 ， 则 可 以 称 a 为 
素数 ， 但 这 显然 是 错误 的 ， 例 如 ， 我 们 总 可 以 将 a 写成 


a=i*(-i)*a,. 


所 以 任 一 a 都 能 被 i，~i，ia 和 -ia 整除 .由 此 可 得 正确 的 定义 .高 斯 整数 a 称 为 高 斯 素 
数 ， 如 果 能 整除 a 的 高 斯 整数 只 有 以 下 8 个 数 : 
: 1, -1,i, -i,a, -ayia，- ia 


换 句 话 说， 整除 a 的 数 只 有 单位 和 某 个 单位 的 a 售 . 

既然 已 经 知道 高 斯 素数 的 定义 ， 怎 样 识别 它们 呢 ? 例如 ， 下 面 哪些 数 是 高 斯 素数 ? 

2 

可 以 利用 前 面 确定 高 斯 单位 的 代数 思想 来 回答 这 个 问题 ,但 如 果 使 用 一 点 几何 知识 ,我 们 的 
任务 就 更 容易 了 . . 

我 们 将 每 个 复数 x +yi 与 平面 上 的 点 (x，y) 等 同 起 来 ， 由 此 将 几何 引入 复数 的 研究 。 这 
个 思想 可 用 图 33. la 来 说 明 ， 于 是 ， 高 斯 整数 等 同 于 整 点 (*，7y)， 即 x，y 都 是 整数 的 点 . 
33. 1b 表明 高 斯 整数 组 成 了 平面 上 的 方 阵 点 阵 . 


a) 平面 上 的 复数 b) 高 斯 整数 
图 33.1 复数 的 几何 意义 . 


因为 已 将 复数 x +yi 与 点 (x*，y) 等 同 起 来 ， 所 以 可 以 讨论 两 个 复数 间 的 距离 ， 特 别 地 ， 从 


x+ 放 到 0 的 距离 为 /+ 如 果 考 虑 距离 的 平方 将 会 更 方便 一 些 ， 因 此 ， 我 们 定义 +i 
的 范 数 为 
N(x +yYi) = x +y. 
从 直觉 上 看 ,复数 a 的 范 数 是 反映 a 大 小 的 一 种 度量 ， 从 这 个 意义 上 看 ， 范 数 度量 了 一 个 
几何 量 ， 另 一 方面 ， 范 数 也 有 非常 重要 的 代数 性 质 : 积 的 范 数 等 于 范 数 的 积 ， 正 是 由 于 这 些 
几何 性 质 和 代数 性 质 的 相互 作用 ， 使 得 范 数 在 研究 高 斯 整数 时 成 为 一 个 有 用 的 工具 ， 现 在 证 
明 其 积 性 ， 
定理 33. 3( 范 数 的 积 性 ) 设 a, BB 是 任意 的 复数 ， 则 
N(aB) = N(a)N(B). 
证 明 ”如果 记 a=a+bi, B=c+di， 则 
aB = (ac ~ bd) + (ad + be)i, 
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因此 只 需 验 证 
(ac -bd) +(ad+p) = (a + 6b)(e + ad). ， 
这 很 容易 通过 将 两 边 乘 开 来 验证 ， 具 体 过 程 留 给 读者 (或 参见 第 26 章 ). 口 
在 回 到 因 式 分 解 问题 之 前 ， 先 看 看 范 数 是 如 何 被 用 来 发 现 单位 的 ， 这 对 我 们 将 很 有 用 . 
假设 a =a + 入 是 一 个 单位 ， 这 表明 存在 .8 =c + di 使 得 a8 = 1， 两 边 取 范 数 并 利用 范 数 的 积 
性 可 得 
N(a) N(B) = NaB) = N(1) = 1, 
所 以 
(o + 上 2)(cz +d’) = 1. 
但 a,b,， c,d 都 是 整数 ， 故 必 有 a:*+b*=1， 这 个 方程 的 解 只 有 
(a,b) = (1,0),(-1,0),(0,1),(0, -1)， 
这 就 给 出 了 高 斯 单位 只 有 1，-1，i 和 -i 的 一 个 新 证 明 . 同时 还 得 到 一 个 有 用 的 刻画 : 
高 斯 整数 a 为 单位 当 且 仅 当 NC(a) = 1. 
现在 我 们 尝试 分 解 某 些 数 . 从 2 开始 ， 试 着 将 它 分 解 为 
(a +bi)(c+di) = 2. 
两 边 取 范 数 可 得 - 
(o +6b)(c +d) =4. 
(注意 (2) =N(2+0i) =2: +0? =4. ) 我 们 要 求 a+ 抽 和 c+ 由 都 不 为 单位 ， 所 以 ar + 六 和 
c* + 由 均 不 能 为 1， 因 为 假设 它们 的 积 为 4 且 均 为 正 整数 ， 故 必 有 
a +b =2, cc +d =2. 
这 些 方程 当然 有 解 . 例如 ， 如 果 取 (a, 5) = (1，1), 并 将 2 用 +6i=1+i 除 ， 则 可 得 
2 2(1 -i 
. etd= Ti ， 
因此 2=(1+i)(1-i， 故 2 不 是 高 斯 素数 ! 
如 果 用 类 似 的 方法 来 尝试 分 解 3， 则 可 得 到 方程 
a +b =3, c+d =3. 
这 些 方程 显然 无 解 ， 故 3 是 高 斯 素数 . 另 一 方面 ， 如 果 从 5 开始 ， 则 最 终 得 到 分 解 式 5 = 
(2+i) (2 -i). 
可 以 使 用 同样 的 程序 来 分 解 不 是 普通 整数 的 高 斯 整数 .分 解 高 斯 整数 a 的 一 般 方法 是 令 
(a +bi)(c+di) = a， 
并 对 两 边 取 范 数 而 得 到 
(ae +b)(e +o) = N(a). 
这 是 一 个 关于 整数 的 方程 .我 们 要 求 出 一 个 非 平凡 解 ， 即 求 出 使 o +& 和 ec +d 都 不 为 1 
的 解 ， 因此， 首先 要 将 整数 W(a) 分 解 为 乘积 4B8 并 满足 41，Bz1.， 接着 需要 解 方程 
ao +b =A, c+d=B. 


于 是 ， 高 斯 整数 的 分 解 带领 我 们 回 到 了 第 26、27 章 研究 的 两 平方 数 之 和 问题 . 


[245] 


240 


247 


160 第 33 章 ， 


为 看 清 这 个 方法 在 实践 中 是 如 何 起 作用 的 ， 我 们 来 分 解 a =3 +i ea 的 范 数 为 N(a) = 
10， 它 可 以 分 解 为 2 . 5， 所 以 解 方程 o +b =2，c +d?=5.， 这 两 个 方程 有 多 个 解 ， 例 如 ， 
如 果 取 (a， b) =(1，1) ， 则 得 到 如 下 分 解 式 : 

多 寺 CL (2 
你 能 理解 为 什么 会 得 到 儿 个 解 吗 ? 它 与 如 下 事实 有 关 : 3 +i 的 分 解 式 总 可 以 通过 单位 来 变 
化 ， 因 此 ， 如 果 取 (a,，5) =( -1，1)， 则 可 得 3+i=( -1+i)( -1-2i)， 这 其 实 是 同一 个 
分 解 ， 因 为 -1+i=i(l +i), -1 -2i= -i(2.~i). 

当 我 们 试图 分 解 a = 1 +i 时 会 发 生 什么 情况 呢 ?a 的 范 数 为 N(a) =2， 且 2 不 能 分 解 成 
2 =48 使 得 4，B >1 为 普通 整数 ， 这 表明 a 在 高 斯 整数 集中 没有 非 平 凡 的 因 式 分 解 ， 因 此 a 
为 高 斯 素数 ， 类 似 地 ， 我 们 不 能 在 高 斯 整数 集中 分 解 2 +3i， 因 为 W(2 +3i) =13 在 普通 整 
数 集中 为 素数 ，( 但 注意 13 不 是 高 斯 素数 ， 因 为 13 = (2+3i)(2-3i). ) 因 此 ，2 +3i 是 高 斯 
素数 ， 更 一 般 地 ,如 果 N(a) 是 普通 素数 ， 则 同样 的 推理 表明 a 必 为 高 斯 素数 ， 事 实 表明 这 
些 只 是 高 斯 素数 的 一 半 ， 另 一 半 是 像 3 这 样 既是 普通 整数 又 是 高 斯 整数 的 数 ， 下 面 的 定理 给 
出 了 所 有 高 斯 整数 的 完全 刻画 .不 要 被 其 证 明 的 简短 所 欺骗 ， 它 仅仅 反映 了 我 们 在 前 面 章节 
所 做 的 所 有 艰苦 工作 ， 它 是 一 个 深刻 而 漂亮 的 结果 . 

定理 33. 4( 高 斯 素数 定理 ) ”高 斯 素数 可 以 描述 如 下 : 

(i)1 +i 为 高 斯 素数 . 1 

( 沂 ) 设 p 是 普通 素数 且 Jp 三 3(mod 4)， 则 pp 是 高 斯 素数 . 

( 诞 ) 设 p 是 首 通 素数 且 p 三 1(mod 4)， 将 p 表 成 两 平方 数 之 和 =w + 人 (参见 第 26 
章 )， 则 + 让 是 高 斯 素数 . 

每 个 高 斯 素数 等 于 一 个 单位 ( 士 1 或 + 让 乘 以 形式 (让 )、( 剖 ) 或 ( 诞 )9 中 的 一 个 高 斯 素数 . 

证 明 ”正如 我 们 前 面 观察 到 的 那样 ， 如 果 N( a) 是 普通 素数 ， 则 a 必 为 高 斯 素数 ， 类 别 
( 记 中 的 数 1+i 具 有 范 数 2， 所 以 它 是 高 斯 索 数 ， 类 似 地 ， 类 别 ( 语 ) 中 的 数 w+ 信 具有 范 数 
岂 + =p， 所 以 它们 都 是 高 斯 素数 ， 

下 面 验证 类 别 (ii) ， 令 a =p 为 普通 素数 且 p=3(mod 4)， 如 果 a 能 表 成 两 个 高 斯 整数 的 
乘积 ， 比 如 (a + bi) (c+di) =a， 则 通过 取 范 数 可 得 

, (a +b)(c +d) = N(a) = 六 
为 得 到 非 平 凡 的 因 式 分 解 ， 我 们 需要 解 方程 
a +b =p, c+d =p. 
但 由 两 平方 数 之 和 定理 (第 26 章 ) 可 知 ， 由 于 p=3(mod 4) ， 所 以 p 不 能 表 成 两 平方 数 之 和 ， 
因此 上 面 两 个 方程 无 解 。 故 p 不 能 分 解 ， 从 而 为 高 斯 素数 . 
我 们 现在 已 证 明 类 别 (i) 、(ii)、“( 让 ) 中 的 数 的 确 为 高 斯 素数 ， 所 以 还 宕 晤 内 为 厅 


”素数 必 属 于 这 三 类 中 的 某 一 类 ， 为 此 ， 使 用 下 面 的 引 理 . 


SS 如 你 所 知 ， 数 学 家 们 喜欢 给 他 们 研究 的 对 象 起 一 个 模糊 的 名 字 . 在 本 例 中 ， 类 别 (i) 中 的 察 数 称 为 分 歧 的 ， 类 
别 (ii) 中 的 素数 称 为 惯性 的 ， 类 别 ( 刘 ) 中 的 素数 称 为 分 裂 的 ， 这 表明 如 果 我 们 用 冰淇淋 和 水 果 材 盖 类 别 (iii) 中 
的 一 个 素数 ， 则 它 变 成 一 个 香 菩 分 裂 素数 ! 
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引 理 33. 5 (高 斯 整除 引 理 ) 设 a=a+bi 为 高 斯 整数 . 

(a) 如 果 2 整除 NW(a)， 则 1+i 整 除 w. 

tb) 设立 = 为 类 别 (ii) 中 的 素数 ， 并 假设 己 作 为 普通 整数 整除 N(a)， 则 普 作 为 高 斯 整 
数 整除 a. 

(c) 设 六 = 芭 + 旭 为 类 别 (iii) 中 的 高 斯 素数 ， 且 万 =w -mi (这 是 一 个 很 自然 的 记号 ， 因 
为 元 确实 为 复数 刀 的 复 共 拒 . ) 假 定 N(T) = 疡 作为 普通 整数 整除 NW(a) ， 则 和 和 元 中 至 少 有 
一 个 作为 高 斯 整数 整除 a. 

引 理 的 证 明 (a) 已 知 2 整除 N(a) = 性 + 及 ， 所 以 a， b 要 么 同 为 奇数 要 么 同 为 偶数 . 
由 此 可 知 a+6b 和 a+6 都 能 被 2 整除 ， 因 此 商 

a+tbhi_ (a+b) + (—a+b)i 
1 + 2 
为 高 斯 整数 . 故 a+ bi 能 被 1+i 整除 . 
(b) 已 知 p=3(mod 4) 且 p 整除 a ”+ 六 ， 这 表明 a 二 -她 (mod p)， 因 此 可 以 计算 勒 让 德 


符号 
a fa 7- 有 7-1 0 
( 习 =( 细 = (三 )=( 司 (人 悦 : 
因为 p=3(mod 4) ， 故 由 二 次 互 反 律 (第 24 章 ) 可 知 { 二 ] = -1， 由 此 可 得 
( 引 于 
但 勒 让 德 符 号 的 值 为 +1， 所 以 我 们 似乎 最 终 得 到 1 = 
之 前 先 停 下 来 试 着 自己 找到 原因 . 


答案 是 ， 像 [ 忆 这样 的 勒 让 德 符号 仅 当 a 关 0( mod p) 时 才 有 意义 ， 我 们 从 未 对 ( 卫 ] 指 # 定 


数值 ， 因 此 ， 由 以 上 表面 上 的 矛盾 可 知 a 和。 必 被 p 整除 , 设 a=pa',，5=P'. 敬 @a=a+ 
bi =p(a' +6b'i) 能 被 p = 整除， 这 正 是 我 们 要 证 明 的 结论 . 
(c) 已 知 p 整除 NN(&)， 所 以 可 以 设 
N(a) =a +b = pk, i 
我 们 需要 证 明 下 面 两 个 数 中 至 少 有 一 个 为 高 斯 整数 . 


- 1， 什么 地 方 出 问题 了 ? 在 继续 阅读 


oath) + (or+ bu)i 2 lau- bv) + (av+ bu)i 
TT p 元 Pp a 
首先 观察 到 | 
(au + bv)(au -bv) = aa2 - bv 
= gu bp uw) 
= (a th)u -pb 
= PK - pb’, 
因此 ，au + bv 和 au = bv 中 至 少 有 一 个 能 被 p 整除 ， 类 似 的 计算 表明 ! 
(-av+bu)(av+bu) = pKu’ - pa’, ” 


因此 ，-av+ bu 和 av+ bi 中 至 少 有 一 个 能 被 p 整除 ， 于 是 共有 四 种 情形 需要 考虑 ; 


248 


249 


162 第 33 章 


情形 1 au+bv 和 -av+buw 能 被 p 整除 . 

情形 2 aw+bv 和 av +bu 能 被 p 整除 . 

情形 3 .au -bv 和 -av+bu 能 被 p 整除 . 

情形 4 aw -bv 和 av + bu 能 被 p 整除 . 

情形 1 是 容易 的 ， 因 为 由 此 可 知 a/7 为 高 斯 整数 ， 因 此 7 整除 a， 类 似 地 ， 对 于 情形 
4， 商 a/ 志 为 高 斯 整数 ， 因 此 元 整除 a. 这 就 证 明了 情形 1 和 情形 4. 

下 面 考虑 情形 2， 它 稍微 复杂 一 点 ， 已 知 p 整除 au + 如 和 an+ 刀 ,由 此 可 知 疡 整除 

(au + bv)b -~ (av+ bu)a = (b* - a’)v. 
(这 里 的 思路 是 从 方程 中 “消去 "u. ) 因 为 p 显然 不 整除 v( 记 住 p =w +v)， 所 以 p 整除 嫉 -a 
然而 ， 我 们 还 知道 整除 o +5， 因此 p 整除 
2o = (+b)-(b -ea) 和 2b = (a +b)+(b -a). 
因为 p 关 2， 我 们 最 后 推出 p 整除 a 和 46, 设 a=pa’, b=pb'， 则 
a=a+bi=p(a +bi) = (vw +v)(a +b'i) = 万 元 (a +bi)， 
因此 ， 对 情形 2，a 事实 上 能 被 r 和 元 整除 . 

最 后 ， 对 于 情形 3， 用 类 似 的 论证 将 导出 与 情形 2 中 同样 的 结论 ， 具 体 细节 留 给 读者 完 
成 . 口 

证 明 的 继续 ”在 (不 太 ) 短 暂 的 间 砍 后 ， 我 们 准备 恢复 对 高 斯 素数 定理 的 证 明 ， 假设 a = 
a+6i 是 高 斯 素数 ， 我 们 的 目的 是 证 明 a 必 属 于 三 类 高 斯 素数 中 的 某 一 类 ， 因 为 a 不 是 单 
位 ， 所 以 N(a) 关 1， 因 此 ，( 至 少 ) 有 一 个 素数 p 整除 N(a). 

先 假设 p=2. 则 由 引 理 的 (a) 部 分 可 知 1+i 整 除 a: 但 由 假设 知 a 为 素数 ， 所 以 a 必 等 
于 1 +i 乘 以 某 个 单位 ， 因 此 a 属于 类 别 (i). 

再 假设 p=3(mod 4)， 则 由 引 理 的 (b) 部 分 可 知己 整除 w， 所 以 由 a 的 素性 可 知 a 等 于 
一 个 单位 乘 以 了 P， 因 此 ，a 是 类 别 (ii) 中 的 素数 . 

最 后 假设 p=1(mod.4). 由 第 26 章 中 的 两 平方 数 之 和 定理 可 知 p 可 表 成 两 平方 数 之 和 
P=w +v”， 再 由 引 理 的 (c) 部 分 可 知 a 要么 被 w+iy 整除 ,， 要么 被 -iv 整除 ， 因 此 a 等 于 
一 个 单位 乘 以 z+in 入 -iv 中 的 某 一 个 ， 特别 地 ，a? + 电 = 妇 + =p， 所 以 wa 是 类 别 ( 证 ) 
中 的 素数 ， 这 就 证 明了 每 个 高 斯 素数 必 属 于 三 类 中 的 某 一 类 . 口 


习题 


33.1 关于 下 面 的 题目 写 一 篇 短文 (一 两 页 ) :; 
(a)19 世纪 欧洲 复数 的 引入 . 
(b) 古 希腊 无 理 数 的 发 现 . 
(c) 零 和 负数 引入 印度 数学 、 阿 拉 伯 数学 和 欧洲 数学 . 
(d)19 世纪 欧洲 超越 数 的 发 现 . 
33.2 (a) 在 下 面 两 个 陈述 中 选择 一 个 ， 并 写 一 篇 一 页 短文 为 其 辩护 ， 务 必 给 出 至 少 三 个 具体 的 理由 说 明 
为 什么 你 选择 的 陈述 是 正确 的 ， 而 相反 的 陈述 是 错误 的 . 
陈述 1 数学 已 经 存在 ， 只 不 过 是 被 人 们 发 现 而 已 (从 同样 的 意义 上 来 说 ， 括 王 星 在 1930 年 被 发 
现 前 已 经 存在 ). ， 
陈述 2 ”数学 是 人 们 发 明 出 来 描述 世界 的 抽象 创造 (甚至 抽象 创造 可 能 与 现实 世界 毫 无 关系 ). 
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33.3 


33.4 


33.5 


33.6 


33.7 


33.8 


33.9 


(b) 现 在 改变 你 的 观点 ， 并 利用 另 一 个 陈述 重 做 (a). 
将 下 面 的 各 个 量 写 成 复数 . ' 


1 :2 
(0G3-20 rt (WD (9 (去 ) 


(a) 利 用 复数 解 方程 x* =95 -168i， (提示 : 令 (u+zi) ”=95 -168i， 对 左边 平方 并 解 出 u,v. ) 
(b) 利 用 复数 解 方 程 x* =1 +2i. 

对 以 下 各 题 ， 检 验 高 斯 整数 a 是 否 整除 高 斯 整数 8， 如 果 能 整除 ， 则 求 出 其 商 : 

(a)a=3+5i, B=11 -8i 

(b)a=2-3i, B=4+7i 

(c)a=3-39i, B=3 -5i 

(d)a=3-5i, B=3 -39i 

(a) 证 明 a+ 夺 整除 c+di 等 价 于 普通 整数 of + 让 整除 ac + bd 和 一 ad + be 

(b) 假 设 a+ 拉 整除 c+di， 证明 a*+ 整除 c+d. 

验证 复数 集 的 下 述 每 一 个 子 集 RI，R,，R;，R, 是 一 个 环 ， 换 句 话说， 证 明 如 果 a，B 在 某 个 子 集中 ， 
则 e+B，a-B，a8 也 在 该 子 集中 . 

(a)R = {a+biy2: a, 4 是 普通 整数 |. 


(b) 设 p 是 复数 p= - 方 + 方 iV3，R,= 1a+bp: ay 是 普通 整数 | 、 


(提示 : p 满足 方程 p* +p +1 =0.) 
(c) 设 p 是 固定 的 素数 . 
Ra = {a/d: a,，d 是 普通 整数 且 p+dj}. 
(d)R,=1a+by3: a, b 是 普通 整数 }. 
环 民 的 一 个 元 a 称 为 一 个 单位 ， 如 果 存 在 BeR 使 得 a8 =1， 换 句 话 说 ，a eR 是 一 个 单位 ， 如 果 它 
在 尺 中 有 乘法 逆 元 ， 描 述 下 述 各 个 环 的 所 有 单位 .. 
(a)R = |a+biy2: :a,b 是 普通 整数 |. 
《提示 : 对 a+ 贞 V2 使 用 范 数 的 积 性 . ) 
(b) 设 p 为 复数 p= -二 + 二 ii 全 


= ia+bp: a,b 是 普通 整数 }. 
(c) 设 p 是 固定 的 素数 . 
= la/d: a，d 是 普通 整数 且 p+ dl . 
设 R 是 环 la +bWY3: ca，5 是 普通 整数 |， 对 只 中 任 一 元 w =a+bY3， 定义 a 的 “ 范 数 "为 N(a) = ax -3b?. 
(注意 R 是 实数 集 的 子 集 ， 这 个 “ 范 数 " 不 是 a 到 0 的 距离 的 平方 . ) 
(a) 证 明 : 对 RR 中 每 个 a, 8B， 有 NN(ap8) =N(a)N(B). 
《b) 如 果 a 是 的 单位 ,， 证明 N(a) 等 于 1. (提示 :; 先 证 明 W(a) 必 等 于 土 1， 再 弄 清 为 什么 它 不 等 
于 -1.) 
(ec) 如 果 NN(a) =1, 证 明 a 是 RR 的 单位 . 
(d) 求 出 RR 的 8 个 不 同 的 单位 . s -8 
(e) 撒 述 只 的 所 有 单位 (提示 : 参见 第 32 章 . ) 


33. 10 ”通过 证 明 在 情形 3 中 高 斯 整数 能 被 和 志 整除 来 完成 高 斯 整除 引 理 () 部 分 的 证 明 . 


33. 11 


将 下 述 每 个 高 斯 整数 分 解 为 高 斯 素数 的 乘积 (你 会 发 现 高 斯 整除 引 理 在 确定 哪些 高 斯 素数 可 作为 
因子 进行 尝试 时 是 有 帮助 的 . ) 
(a)91 +63i (b)975 (ce)53 +62i 
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第 34 章 高 斯 整数 与 唯一 因子 分 解 


在 上 一 章 中 我 们 看 到 高 斯 整数 的 数论 像 普 通 整 数 的 数论 一 样 有 趣 ， 事实 上 ， 有 些 人 可 能 
认为 高 斯 整数 数论 甚至 更 有 趣 ， 因 为 它 含 有 更 多 的 素数 .很 早 以 前 我 们 就 看 到 普通 素数 是 如 
何 被 用 来 构成 所 有 其 他 整数 的 ， 并 且 证 明了 一 个 基本 结论 : 每 个 整数 都 有 唯一 的 方式 由 素数 
构造 出 来 . 尽管 这 个 在 第 7 章 研 究 的 唯一 因子 分 解 定理 起 初 看 上 去 很 明显 ， 但 通 往 “ 偶 数 世 
界 ”( 卫 -区 域 ) 的 旅程 使 我 们 相信 它 远 比 最 初 看 起 来 的 要 微妙 得 多 . 2 

现在 出 现 的 问题 是 ， 是 否 每 个 高 斯 整数 都 能 唯一 地 表 成 高 斯 素数 的 乘积 ， 当 然 , 重 排 因 
子 的 顺序 不 认为 是 不 同 的 因子 分 解 ， 但 是 ， 还 存在 其 他 可 能 的 困难 . 例如， 考虑 两 个 因子 
分 解 . l 

11 -10i = (3 +2i)(1-4i) 和 11 -10i= (2 -3i)(4+i). 
它们 看 起 来 不 同 ， 但 如 果 回 忆 起 我 们 关于 单位 的 讨论 ， 就 会 注意 到 
3+2i=i.(2-3i) 和 1-4=-i.(4+i). 
因此 ，11 -10i 的 两 个 想象 上 不 同 的 分 解 来 自 于 关系 式 -i* i=1. 

如 果 人 允许 有 正 素 数 和 负 素 数 ， 则 对 于 普通 整数 也 会 产生 同样 的 问题 ， 因 为 比如 说 ， 
6=2.3=(-2):(-3) 看 上 去 有 两 个 “不 同 的 " 素 因 数 分 解 ， 为 避 开 这 个 困难 ， 我 们 选择 正 
素数 作为 基本 素材 ， 这 启发 我 们 对 高 斯 整数 作 某 种 类 似 的 事情 ， 但 显然 不 能 谈论 相对 于 正 复 
数 的 负 复数 . a L 

如 果 a =a + bi 是 任 一 非 零 高 斯 整数 ， 则 可 用 每 个 单位 1，-1,i 和 -i 屠 以 a 而 得 到 

a=a+bi, ia=-b+ai, -a=~a-bi, -ia =6b-ai. 
如 果 将 这 四 个 高 斯 整数 放 在 复 平 面 上 ， 我 们 发 现 这 四 个 高 斯 整数 中 恰好 有 一 个 在 第 一 象限 . 
更 精确 地 说 ， 其 中 恰 有 一 个 数 的 x 坐标 >0，y 坐标 三 0， 我们 称 
x + 让 是 规范 的 ,如 果 x > 0,y 宇 0. 
这 些 规范 的 高 斯 整数 将 起 到 和 正 的 普通 整数 同样 的 作用 . 

定理 34.1( 高 斯 整数 的 唯一 分 解 ) ”每 个 高 斯 整数 a 了 0 都 可 唯一 地 分 解 为 一 个 单位 乘 

以 规范 的 高 斯 素数 的 乘积 . 
Q = UTINT NT,. 

和 通常 一 样 ， 有 必要 作 一 些 解释 、 首 先 ， 如 果 a 本 身 是 一 个 单位 ， 则 取 r = 0， 
wu =a， 并 令 a 的 分 解 为 a =wu， 其 次 ， 高 斯 素数 7,，…，7, 不 必 是 不 同 的 ; a 的 分 解 式 的 另 
一 个 描述 是 、 

Q = UN NT, 
其 中 高 斯 素数 r| ，…，7, 互 不 相同 ， 指 数 e, ，…，e, > 0. 第 三 ， 当 我 们 说 恰 有 一 个 分 解 
时 ， 显 然 不 会 将 因子 的 重 排 作为 新 的 分 解 . 
如 果 回 顾 一 下 ?第 7 章 中 算术 基本 定理 的 证 明 ， 将 会 看 到 能 够 自然 地 推出 其 他 性 质 的 关 


”所 以 ， 你 所 期 待 的 是 回顾 与 复习 1! 
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键 的 素数 性 质 是 下 面 的 简单 断言 ; 
如 果 一 个 素数 整除 两 个 数 的 乘积 ， 则 该 索 数 (至 少 ) 整 除 其 中 的 一 个 数 - 

幸运 的 是 ， 高 斯 整数 也 具有 这 个 性 质 ， 但 在 给 出 证 明之 前 ， 我 们 需要 知道 当 高 斯 整数 被 另 一 
个 高 斯 整数 除 时 ， 余 数 小 于 除数 . 

对 于 普通 整数 而 言 ， 以 上 的 结论 是 显然 的 ， 你 也 许 会 认为 这 不 值 一 提 ， 例 如 ， 如 果 用 
37 去 除 177， 则 得 到 商 4 和 余数 29， 换 名 话说， 

让 177 =4 .37 +29， 
且 余数 29 小 于 除数 37. | 上 

然而 ， 对 高 斯 整数 来 说 ， 情 况 还 很 不 清楚 ， 例 如 ， 如 果 用 15 - 17i 去 除 237 + 504i， 商 
和 余数 是 什么 ? 甚至 如 何 谈论 余数 小 于 除数 ? 第 二 个 问题 容易 回答 ,我们 可 以 用 范 数 
N(a+bi) =a? + 中 来 度量 高 斯 整数 的 大 小 ， 所 以 可 以 要 求 余数 的 范 数 小 于 除数 的 范 数 ， 但 
用 15 -17i 除 237 +504i 并 得 到 一 个 范 数 小 于 N(15 - 17i) =514 的 余数 有 可 能 吗 ? 回答 是 “是 
的 "， 因 为 


237 + 504i = (- 10 +23i)(15 -17i)+(-4-11i). 

这 就 是 说 ，237 +504i 被 15 -17i 除 的 商 是 - 10 +23i, 余数 是 -4-11i,， 显然 N( -4-11i) = 
137 小 于 NN(15 -17i) =514. -~ ' 

nd Ad 总 是 可 能 的 . 该 证 明 是 代数 与 几何 的 愉 
快 结 ， 

定理 34.2( 高 斯 整数 带 余 除 法 ) 设 a,，B 是 高 斯 整数 且 关 0. 则 存在 高 其 整数 和 六 使得 

a=By+p 有 县 N(p) < N(B). 
证 明 如 果 将 要 证 明 的 方程 用 B 去 除 ， 则 可 得 
pe 且 X( 号 ) < 1 

这 表明 应 该 选取 与 a/B 尽 可 能 接近 的 y， 因 为 我 们 想 要 y 与 a/B 之 间 的 差 较 小 , 

如 果 比 值 a/B 本 身 是 一 个 高 斯 整数 ， 则 取 y =a/B, p =0; 但 一 般 地 ， eB 不 是 高 斯 整 
数 . 然 而， 它 必定 是 一 个 复数 ， 所 以 可 以 像 图 34. 1 那样 将 它 在 复 平面 上 标 出 来 . 
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接 下 来 我 们 通过 所 有 的 高 斯 整数 画 出 水 平 与 垂直 的 直线 ， 将 复 平面 划分 成 方 格 ， 复 数 
a/B 位 于 某 个 方 格 中 ， 取 y 为 包含 a/B 的 方 格 中 与 a/B 最 近 的 那个 角 ， 注 意 ，y 是 一 个 高 斯 
整数 ， 因 为 方 格 的 每 个 角 都 是 高 斯 整数 ， 

如 果 a/B 恰好 在 方 格 的 中 心 ， 则 av8 与 y 的 距离 最 远 ， 所 以 


(从 wy/B 到 y 的 距离 ) < 交 
( 方 格 的 对 角 线 长 度 为 /2， 所 以 方 格 中 心 到 角落 的 长 为 (2 的 一 半 . ) 如 果 将 两 边 平方 并 利用 范 
数 是 长 度 的 平方 的 事实 ， 则 可 得 
r 1 a 
| [号 -yj< 
两 边 乘 以 W(B) 并 利用 范 数 的 积 性 可 得 
N(a ~- By) < FN(B). 
最 后 ， 我 们 简单 地 选取 p 为 p=a -By， 则 可 得 所 需 的 性 质 : 
: a=By+p, N(p) < N(B). | 
(事实 上 ， 我们 得 到 了 更 强 的 不 等 式 N(p) <FN(B). ) 口 
下 一 步 是 利用 高 斯 整数 带 余 除法 去 证 明 形 如 ha + BB 的 “最 小 " 非 零 数 整除 a 和 Bp， 将 它 
与 我 们 在 第 6 章 证 明 的 普通 整数 的 类 似 人 性 质 作 比较 是 很 有 用 的 . 
定理 34. 3( 高 斯 整数 公 因数 性 质 ) 设 w。B 是 高 斯 整数 ， 令 S 为 高 斯 整数 的 集合 
4a + BB，“ 其 中 4,B 为 任意 高 斯 整数 . 


在 3 的 所 有 高 斯 整数 中 ， 选 取 具 有 最 小 非 零 范 数 的 元 
如 = agt+ bB. 


1 
7 


也 就 是 说 
0 < N(g) < N(AG + BB) ,对 任意 满足 4a + BB 关 0 的 高 斯 整数 A. 
则 g 整除 ga 和 fp. 
证 明 利用 高 斯 整数 带 余 除法 ， 用 g 除 a， 
a =gy+p, 0< Np) < N(g). 
我 们 的 目的 是 证 明 余数 p 为 零 . 
将 g=aa+6bB 代 入 a=gy+p， 并 做 一 点 代数 运算 可 得 
(1 -ay)a - byB = p. 
于 是 p 在 集合 S 中 ， 因 为 它 具 有 形式 
(高 斯 整数 x a) + (高 斯 整数 x B)， 
另 一 方面 ，N(p) <N(g)， 并 且 我 们 选取 的 g 在 5 的 元 素 中 具有 最 小 非 零 范 数 ， 因 此 ，N(p) 
必 为 0， 由 此 知 p=0， 这 表明 a =gy， 所 以 g 整除 a 
最 后 ,将 a 与 8 的 角色 互 换 并 重复 上 面 的 论证 即 可 证 明 g 也 整除 B. 口 
现在 我 们 准备 证 明 ， 如 果 高 斯 素数 整除 两 个 高 斯 整数 的 乘积 ， 则 该 高 斯 素数 至 少 整除 其 
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中 的 一 个 高 斯 整数 . 

定理 34.4 (高 斯 素数 整除 性 质 ) 设 7 为 高 斯 素数 ，a， BB 为 高 斯 整数 ， 并 假设 7 整除 乘 
积 aB， 则 要 么 7 整除 a， 要么 7 整除 B( 或 a，B 都 被 整除 ). 

更 一 般 地 ， 如 果 T 整 除 高 斯 整数 的 乘积 alias …as， 则 7 刀 至 少 整除 因子 ai， 
aa ，…，a 中 的 茶 一 个 . 

证 明 对 a 和 7 应 用 高 斯 整数 公 因 数 性 质 ， 则 可 以 找到 高 斯 整数 a 和 "使 得 

g = aa+b7 整除 a 和 7. 
但 关 是 高 斯 素数 ， 所 以 ， 由 & 整除 7 知 ， 要么 g 是 一 个 单位 要么 g 等 于 7 乘 以 一 个 单位 . 
我 们 分 别 考虑 这 两 种 情况 . 

首先 ， 假 设 g =ur，z 为 某 个 单位 ( 即 u 是 1，-1, i 或 -i 中 的 一 个 )， 因 为 g 也 整除 
qa， 所 以 7 整除 a， 故 结论 成 立 . 

其 次 ,假设 g 本 身 是 一 个 单位 .将 方程 g =aa + bm 两边 乘 以 B 可 得 

8B = aaB + bmB. 
已 知 7 整除 8， 所 以 由 上 面 的 方程 知 r 整除 gB， 因 为 g 是 一 个 单位 ， 所 以 7 整除 B， 故 结 
论 成 立 ， 这 就 证 明了 如 果 高 斯 素数 整除 乘积 ag8， 则 它 至 少 整除 因子 a，B 中 的 某 一 个 . 

以 上 证 明了 高 斯 素数 整除 性 质 的 第 一 部 分 ， 对 于 第 二 部 分 ， 我 们 对 因子 的 个 数 n 使 用 归 
纳 法 .我 们 已 证 明了 n=2( 妈 两 个 因子 aa; ) 的 情形 ， 这 足以 作为 归纳 的 开始 ， 现 在 假设 已 
证 明 高 斯 素数 整除 性 质 对 因子 个 数 小 于 mn 的 乘积 是 成 立 的 ， 并 假设 整除 n 个 因子 的 乘积 
aoa…oan， 如 果 令 a=a 和 as B=a,， 则 7 整除 a8， 所 以 从 上 述 讨论 可 知 ， 要 么 7 整除 
a, 要 么 万 整除 B， 如 果 7 整除 8， 由 于 B=a,， 则 结论 已 成 立 ， 另 一 方面 ， 如 果 7 整除 a， 
则 7 整除 n -1 个 因子 的 乘积 a,…a,_!， 由 归纳 假设 知 7 整除 因子 Qi ，…，a, ,中 的 一 个 . 
这 就 完成 了 高 斯 素数 整除 性 质 的 证 明 . 口 

我 们 最 后 准备 证 明 每 个 非 零 的 高 斯 整数 都 有 唯一 的 素数 分 解 . 

高 斯 整数 唯一 因子 分 解 的 证 明 ” 先 证 明 每 个 高 斯 整数 都 有 某 个 素数 分 解 ， 可 以 简单 地 模 
仿 第 7 章 中 给 出 的 证 明 ， 但 为 了 多 样 化 起 见 并 介绍 一 种 新 的 数学 工具 ， 我 们 给 出 一 个 “ 反 证 
法 . "在 反 证 法 的 证 明 中 ， 我 们 从 一 个 陈述 开始 ， 然 后 利用 这 个 陈述 进行 演绎 ， 最 终 得 到 一 
个 显然 错误 的 结论 ， 这 就 使 我 们 推断 出 原来 的 陈述 是 错误 的 ， 因 为 它 导致 了 一 个 错误 的 
结论 . 

我 们 用 来 开始 的 特殊 陈述 如 下 : 

陈述 : 至 少 存在 一 个 非 零 的 高 斯 整数 不 能 分 解 成 素数 的 乘积 . 
在 所 有 具有 这 个 性 质 的 非 零 高 斯 整数 中 ， 选 取 一 个 ( 称 之 为 a) 具有 最 小 范 数 .我 们 能 够 做 到 
这 一 点 ， 因 为 高 斯 整数 的 范 数 是 正 整数 ， 且 任 一 正 整 数 的 集合 中 必 有 最 小 元 ， 注 意 ,，a 自身 


Wt 
日 “ 反 证 法 "的 经 典 术 语 是 reductio ad ab surdum， 字 面 意思 为 “ 归 幼 法 ”正如 哈代 在 《一 个 数学 家 的 自白 》(A 
Mathematician's Apology) 中 所 说 的 那样 ， 反 证 法 “是 数学 家 最 好 的 武器 之 一 ， 它 远 远 胜 过 象棋 中 弃 子 求 胜 法 : 棋 

手 可 能 会 弃 一 子 或 一 片 去 换取 胜局 ,但 是 数学 家 却 以 否定 全 盘 来 获得 证 明 。” 
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不 能 为 素数 ， 否 则 a =w 已 经 是 a 的 素数 分 解 . 类 似 地 ，a 不 能 为 单位 ， 否 则 a = a 又 是 一 


个 素数 分 解 (此 时 为 零 个 素数 ). 但 如 果 a 既 不 是 素数 又 不 是 单位 ， 则 它 必 能 分 解 为 两 个 高 
斯 整数 的 乘积 a =By，B，y 都 不 是 单位 
现在 考虑 和 的 范 数 ， 因 为 请 和? 都 丰 是 单位 ， 所 以 NB) >1，N(y) >1， 册 范 数 的 
积 性 M(B)N(y) = N(a) 可 得 
N(B) = NY < Ne) ， NOY) = NBY < NGa). 
但 我 们 选取 的 a 是 不 能 分 解 成 素数 乘积 且 具 有 最 小 范 数 的 高 斯 整数 ， 所 以 B 和 y 都 能 分 解 成 
素数 乘积 ， 换 句 话说 ， 


B > TIT2 “TT,, Y TIMT2 MSS 
其 中 ，7 1 ，…，7,，7T1，*…，7' 为 高 斯 素数 ， 于 是 
Qa = By = TIT2 TITIT2 

也 是 案 数 的 乘积 ， 这 与 不 能 表 成 素数 乘积 的 选择 韦 盾 ， 这 就 证 明了 我 们 的 陈述 必 是 错误 
的 ， 因 为 它 导致 了 一 个 雇 论 : a 既 能 表 成 素数 的 乘积 ， 又 不 能 表 成 素数 的 乘积 ， 也 就 是 说 ， 
我 们 证 明了 陈述 “存在 不 能 分 解 成 素数 乘积 的 非 零 的 高 斯 整数 "是 错误 的 ， 所 以 也 就 证 明了 
每 个 非 零 的 高 斯 整数 都 能 分 解 成 素数 的 乘积 ， 

按照 前 面 的 说 明 ， 定 理 的 第 二 部 分 要 求证 明 素 数 分解 只 能 有 唯一 的 方式 ， 我 们 仍然 可 以 
模仿 第 7 章 中 的 证 明 ， 但 利用 反 证 法 来 证 明 ， 我们 从 下 述 陈述 开始 . 

陈述 : 至 少 存在 一 个 非 零 的 高 斯 整数 ， 它 有 两 个 不 同 的 素数 分 解 . 

假设 这 个 陈述 为 真 ， 我 们 来 看 看 所 有 具有 两 个 不 同 素数 分 解 的 高 斯 整数 的 集合 (陈述 保证 了 
这 个 集合 是 非 空 的 ) ， 并 取 a 是 这 个 集合 中 具有 最 小 可 能 范 数 的 元 . 

这 就 表明 a 有 两 个 不 同 的 分 解 

GE = LTIT2…T = UMN TN,, 
其 中 的 崇 数 都 是 本 章 开 始 所 描述 的 规范 素数 . 显然 ,a 不 能 为 单位 ， 否 则 将 有 a =w=w ， 所 
以 这 两 个 分 解 将 不 会 不 同 ， 这 表明 r=1， 因 此 ， 在 第 一 个 分 解 中 有 一 个 素数 7,， 于 是 7, 整 
除 w， 因 此 
Ti 整除 乘积 wmri72…T! 
由 高 斯 素数 整除 性 质 可 知 r, 至 少 整 除 w'，71，…，7' 中 的 某 一 个 .mi 当然 不 能 整除 忆 ， 
所 以 ri 整除 因子 中 的 某 一 个 ， 重 排 这 些 因子 的 顺序 ， 我 们 可 以 假设 7 整除 yr， 然而 ，71 
是 高 斯 素数 ， 所 以 ， 它 的 因子 只 有 单位 和 本 身 与 单位 的 乘积 ， 因 为 ri 不 是 单位 ， 我 们 推 得 
Ti =《 单 位 ) x zr'1. 

此 外 ， Ti 和 1 都 是 规范 的 ， 所 以 此 单位 必 为 1， 故 z=. 

设 B8=a/ri =a/mr'4， 从 上 的 两 个 分 解 中 消去 7 可 得 

B= Dr 7， = Um 。 

B 具有 以 下 两 个 性 质 : 

® N(B)=N(a)/N(7) <N(a). 


高 斯 整数 与 唯一 因子 分 解 169 


。 8 有 两 个 不 同 的 素数 分 解 ( 因 为 a 具有 这 个 性 质 ， 且 可 以 从 a 的 两 个 分 解 的 两 边 消 去 
相同 的 因子 ). 

这 与 a 是 具有 两 个 不 同 素数 分 解 的 最 小 数 的 选择 矛盾 ， 因 此 原来 的 陈述 必 是 错误 的 于 是 , 不 
存在 任何 高 斯 整数 具有 两 个 不 同 的 素数 分 解 ， 因 此 ， 每 个 高 斯 整数 都 有 这 样 的 唯一 分 解 . ” 口 

我 们 用 高 斯 整数 唯一 分 解 定理 对 将 一 个 数 表 成 两 平方 数 之 和 的 方法 数 进行 计数 ， 例 如 ， 
将 45 表 成 两 平方 数 之 和 有 多 少 种 方法 ? 试验 一 下 立即 得 到 

45 = 3:+6, 
这 是 将 45 表 成 a* +b 且 a, 5b 为 正 整 数 及 a <。， 的 唯一 方法 .当然 ,我 们 可 以 交换 两 项 而 得 
到 45 =6* +3*， 并且 还 可 以 使 用 负数 ， 例 如 ， 
45 = (-3) +6，453 = (6):+(-3)’. 

认为 所 有 这 些 表示 不 同 对 于 升 数 是 很 方便 的 ， 所 以 说 45 有 8 种 不 同 的 方式 表 成 两 平方 数 
之 和 : 


45 = 32+6? 45 = 6: +3? 

=(- 3)2 二 全 45 =6° +(- 3) 
45 =32+(-6)? 45 =(-6) +3? 
453F (-3) "+(-6)” 45=(-6)*+(-3)’ 


一 般 地 ， 我 们 记 
R(N) = 将 NN 表 成 两 平方 数 之 和 的 方法 数 . 
它 还 有 一 个 熟知 的 名 字 是 将 N 表 成 两 平方 数 之 和 的 表示 数 ， 它 解 释 了 这 个 术语 . 由 上 述 例 
子 可 知 


R(45) = 8. 
类 似 地 ，R(65) =16， 因 为 

65 =1*:+8? 65 = 8 +13? 

65 = (-1)2+8: 65 = 8 +(-1): 

65 =124+(-8)? 65 = (8)*+1 

65 = (-1)*+(-8) 65 = (-8) bt(-1) 
65 =,42 +7? 65 =7+4” 

65 = (-4)° +77 65 = 7* + -4)? 

65 = 42+(-7)? 65 = (-7)*+4 


65 =(-4)*+(-7)’ 65 = (-7)*+(-4)*. 

对 将 入 表 成 两 个 平方 数 之 和 的 表示 数 ， 下 面 的 漂亮 定理 给 出 了 令 人 吃惊 的 简单 公式 . 
' 定理 34..5 ( 勒 让 德 两 平方 数 之 和 定理 ) 对 给 定 的 正 整 数 N， 设 

D = (整除 入 且 满 足 d=1(mod.4) 的 下 整数 d 的 个 数 ) ， 

Di = (整除 入 且 满足 d=3(mod 4) 的 正 整 数 d 的 个 数 ). 

则 将 入 表 成 两 平方 数 之 和 的 方法 数 恰 好 为 
R(N) = 4(D, - D,). 

在 给 出 勒 让 德 公式 的 证 明之 前 ,我们 举 N=45 的 例子 来 说 明定 理 ，45 的 因子 有 


3 


260 
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， ， 1, 3, 5, 9; 15, 45. 
其 中 的 4 个 因子 (1，5,9, 45) 是 模 4 余 1 的， 所 以 D, =4， 而 有 两 个 因子 (3，15) 是 模 4 余 
3 的 ， 所 以 D, =2， 定 理 告诉 我 们 
R(45) = 4(D, - D,) = 4(4 - 2) = 8， 
与 前 面 的 计算 一 致 类似 地 ，65 有 4 个 因子 1, 5，13，65， 它们 都 是 模 4 余 1 的 . 于 是 定 
理 预 言 
R(65) = 4(4 -0) = 16, 

与 前 面 的 计算 也 相符 . 

勒 让 德 两 平方 数 之 和 定理 的 证 明 证 明 分 两 步 ， 第 一 步 ， 找 到 R(N) 的 公式 ， 第 二 步 ， 
找到 D, - D, 的 公式 ， 比 较 这 两 个 公式 即 可 完成 证 明 . 、 

虽然 证 明 不 是 很 难 ,但 由 于 记号 的 原因 ， 它 看 上 去 有 点 复杂 .、 因此， 我们 首先 说 明 如 何 
用 高 斯 整数 来 对 特殊 的 入 计算 R(N). 如果 能 理解 对 于 这 个 w 值 的 证 明 ， 则 对 一 般 的 证 明 将 
不 会 有 任何 困难 . 

我 们 利用 数 N = 28 949 649 300.， 首先 将 入 分 解 成 普通 素数 的 乘积 ， 并 将 它们 按照 模 4 余 
1 和 模 4 余 3 来 分 组 ， 

N = 28 949 649 300 = 22 . (57 . 133) (32 .114). 
TCR 
其 次 将 NN 表 成 高 斯 素数 的 乘积 ， 利 用 2 = -i(1 +i)*, 模 4 余 1 的 素数 可 以 分 解 成 高 斯 素数 
的 共 斩 的 乘积 ， 模 4 余 3, 的 素数 已 经 是 高 斯 素数 ， 由 此 可 得 分 解 
N=-(1+i) .((2+iD) 2-i (2+3i) (2-3i)3)。(32 .114). 
现 假设 要 把 N 表 成 两 平方 数 之 和 ，, 设 N=4*+B*.， 这 表明 
N= (A+Bi)(A -Bi), 

所 以 ， 由 高 斯 整数 的 唯一 分 解 ，4+Bi 是 某 些 整除 NN 的 素数 的 冬 积 ，4 - Bi 是 其 余 素数 的 

然而 ， 在 整除 NN 的 崇 数 分 布 中 我 们 还 没有 完全 的 自由 性 ， 因 为 4+Bi 与 4-Bi 互 为 共 思 
复数 . 也 就 是 说 ， 如 果 将 i 变 成 -i， 则 将 其 中 一 个 变 成 男 一 个 ， 这 就 表明 ， 如 果 某 个 素数 
第 (a + bi)“ 整除 4+Bi， 则 它 的 其 斩 复 数 寡 (a -bi)“ 必 整 除 4 - Bi， 所 以 ， 打 个 比方 说 ， 如 
果 (2+i)” 整除 4+Bi， 则 (2 -i)” 整除 4 -Bi， 所 以 2 -i 的 任何 索 因子 都 不 会 整除 A+ Bi 

以 上 推理 也 可 以 应 用 到 模 4 余 3 的 高 斯 素数 .例如 ，9 不 能 整除 4+Bi， 因 为 那样 一 来 ， 
将 不 会 留 下 3 的 因子 整除 4 - Bi。， 这 些 观察 表明 ，N =28 949 649 300 的 因子 4 + Bi 必 形 如 

A + Bi = 单位"(1+i 访 (2+iD" 2-i (2+3i)"(2 -3i)’".3.11, 

其 中 n,m 可 在 0<n<2 和 0<m<3 中 任 取 . 于是 n 有 3 种 选择 ,，m 有 4 种 选择 ， 而 单位 有 
通常 的 4 种 选择 ， 所 以 A+ Bi 共有 4:3 .4=48 种 可 能 性 ， 由 高 斯 整数 的 唯一 分 解 性 质 可 知 ， 
将 w 表 成 两 平方 数 之 和 与 求 出 整除 六 的 4+Bi 是 同一 个 问题 ， 所 以 得 到 R(N) =48. 记 住 下 面 
的 事实 是 很 重要 的 : 48 实际 上 是 以 下 三 个 量 的 乘积 : 

。 高 斯 整数 中 单位 的 个 数 

。 2+i 的 指数 加 1 
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。 2 +3i 的 指数 加 1 
和 从 现在 开始 征明 币 注 入 有 丙 下 六 政之 和 浊 先 将 N 分 解 成 普通 素数 的 乘积 ; 
N = 2 prp? ep” 的 
. eB 
其 中 p,，…，p, 都 是 模 4 余 1 的 ,9 ，…，9, 都 是 模 4 余 3 的 .我 们 利用 高 斯 整数 和 指数 
El ，er， fh， 全 人 天 求 出 R(N) 的 公式 . 
将 NN 分 解 成 高 斯 素数 的 乘积 ， 整 数 2 分 解 为 2 = -i(1 +i)*， 每 个 p) 分 解 为 “ 
Pp; = (a;+ bi) (ai -bi), 
而 9 本 身 为 高 斯 素数 .这 就 给 出 了 如 下 的 分 解 ; 
N= (1 +) (a + hi) (a -bY (a + bi) (a, - bi)) 
((a, + bi) (a, -bi)) “gge.g. | 
如 果 指 数 上 请 ，…， /中 有 一 个 为 奇数 ， 则 NN 不 能 表 成 两 个 平方 数 之 和 ， 所 以 R(N) =0. 
因此 ， 现 在 假设 所 有 的 /，…,，_ 都 是 偶数 ， 并 假设 写成 两 平方 数 之 和 N=A*+B". 这 
表明 . - 
| N= (A+Bi)(A- Bi); 

所 以 A+Bi 和 4-Bi 由 NN 的 索 因 子 组 成 . 此外， 因为 4+Bi 与 4-Bi 互 为 共 固 复数 ， 所 以 每 
个 出 现在 两 分 解 式 之 一 中 的 素数 ， 其 复 共 斩 必 定 出 现在 另 一 个 分 解 式 中 ， 这 表明 4 + Bi 形 如 
A+Bi=u(l +i)'((a + bi) (a, - bi) ) 

((a, + bi)™(a, - bi) gg .ge, 
其 中 心 是 一 个 单位 ， 指 数 x, ，… ，x%, 满足 

Osx <e, Ox, <e, *, 0 三 和 入 e 

两 边 取 范 数 将 N 表 成 两 平方 数 之 和 ， 因 此 也 就 计算 了 指数 的 选择 个 数 ， 从 而 给 出 了 

4(el +1)(e, +1)…(e+1l) ， 
种 不 同 的 方式 将 N 写成 两 平方 数 之 和 . (wuw，x,，…，%, 的 不 同 选择 将 产生 不 同 的 4，B， 其 
验证 作为 习题 留 给 读者 . ) 

总 结 一 下 ,我们 已 经 证 明 ， 如 果 整 数 NN 分 解 为 
N = 24p0 Pogu ge, 

其 中 p, ，…，p, 都 是 模 4 余 1 的 ， 9 ，…，9, 都 是 模 4 余 3 的 ， 则 
4(el +1)(e, +1)…(e, +1) 如 果 f,…,f, 都 是 偶数 ， 


0 如 果 .f,…,f, 中 有 一 个 奇数 . 

只 要 证 明了 差 D, = D, 由 同样 的 公式 给 出 ， 则 勒 让 德 两 平方 数 之 和 定理 的 证 明 就 完成 了 . 
定理 34. 6(D, -D, 差 定理 ) 将 整数 NN 分 解 为 普通 素数 的 乘积 

N = 24 pmP2 Do 人 


《 袖 4 余 1 素数 ) 〔 楼 4 余 3 素 数 ) 


和 


R(N) = | 


设 
D, = (整除 入 且 满 足 d=1(mod 4) 的 正 整 数 d 的 个 数 )， 
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D; =( 整 除 六 且 满足 di 三 人 
则 差 D, -也 由 下 式 给 出 : 
A 如 果 太 ， we， 
Dp,-D -| 


0 如 果 f，: ' 中 有 一 个 奇数 . 

证 明 对 :用 归纳 法 证 明 . 首先 ， 如 果 s=0， 则 六 =25p1 Lp 所 以 NN 的 每 个 奇 因 子 都 
是 模 4 余 1 的 、 换 句 话说 ，D =0，D, 是 六 的 奇 因 子 的 个 数 . 义 的 奇 因子 是 每 个 指数 ui 满足 
0 三好 大 ei 的 数 pr…p”， 于 是 wu, 有 e;+1 种 选择 ， 这 表明 奇 因子 的 总 数 为 

D, -D, =D, = (e, +1)(e,+1):(e, +1). 
这 就 证 明了 当 s =0 时 ， 即 .不 被 模 4 余 3 的 素数 整除 时 定理 成 立 . 

现 假 设 和 N 被 某 个 模 4 余 3 的 素数 g 整除 ， 并 假设 定理 对 所 有 模 4 余 3 的 素 因 子 的 个 数 小 
于 六 的 那些 整数 都 成 立 , i 则 入 =qn, /二 1，g9tn. 我 们 考虑 f 
为 奇数 和 偶数 两 种 情况 . 

首先 ,假设 f 是 奇数 .NN 的 奇 因子 是 如 下 的 数 : 

gd，0' 志 i <f,d 为 奇数 ,d 整除 n. 
n 的 每 个 因子 d 恰好 可 给 出 NN 的 /+1 个 因子 ， 即 给 出 因子 qd, 1<i 竺 f/， 且 NN 的 这 f+1 个 因 
子 中 ,恰好 有 一 半 的 数 模 4 余 1， 另 一 半 模 4 余 3， 于 是 W 的 因子 被 平均 分 在 D, 和 D, 中 ， 
因此 D, -D =0. 这 就 证 明了 当 被 模 4 疹 3 的 素数 的 奇 次 客 整 除 时 ， 定 理 成 立 . 

其 次 ,假设 N=gn, /为 偶数 .同样 ，N 的 奇 因 于 形 如 gid,，0<i</，d 为 奇数 且 d 整除 
n. 如 果 只 考虑 指数 0<i<f-1 的 因子 9d， 则 用 前 面 同样 的 推理 可 证 , 模 4 余 1 因子 的 个 数 
恰好 与 模 4 余 3 因子 的 个 数 相等 ， 因 此 ， 它 们 在 差 方 上 Di 中 抵消 了 ， 剩 下 来 要 考虑 NN 的 形 
如 gd 的 因子 ， 因 为 指数 是 偶数 ， 所 以 g =1(mod 4).， 这 表明 ,如 果 d=1(mod 4), 则 gd 
在 D, 中 计数 ， 如 果 4= 3(mod 4) ， 则 gq 在 D, 中 计数 ， 也 就 是 说 ， 

(关于 N 的 六 ) - (关于 NN 的 D) = (关于 nn 的 DD,) - (关于 n 的 D,). 
由 归纳 假设 知 定理 对 nn 成立， 所 以 我 们 推出 定理 对 NN 也 成 立 ， 这 就 完成 了 D, - D, 定理 的 
证 明 . 口 


习题 | 


“ 这 ”6 人 ， 
34.1 (a) 设 a=2+3i 在 复 平面 上 画 出 四 个 点 a，ia，-a，- ia， 连接 这 四 个 点 能 得 到 哪 种 图 形 ? 
(b) 对 aw= -3+4i 考 虑 同样 的 问题 ， 
(c) 设 a=a+bi 是 任意 非 堆 的 高 斯 整数 ，4 是 复 平 面 上 与 a 对 应 的 点 ，B 是 复 平面 上 与 ic 对 应 的 点 ， 


0=(0, 0) 是 与 0 对 应 的 点 。、4 和 408 的 范围 是 什么 ? 即 射线 04 和 08 的 夹 角 范围 是 什么 ? 
(d) 仍 设 ac = a+ 贞 为 任意 非 零 的 高 斯 整数 .， 连接 四 点 &， iae，-aw 和 -ia 得 到 的 图 形 的 形状 是 什么 ? 
证 明 你 的 回答 是 正确 的 . 
34.2 对 下 述 每 对 高 斯 整数 a 和 8B， 求 出 高 斯 整数 y 和 p 使 得 
a =py+p，Np) < N(B). 
(a) a=11+17i，B=5+3i 
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34.3 


34.4 


34.5 


34.6 


(b) a=12-23i, B=7-5i , | 
(ce) a=21 -20i, B=3-7i 
设 a,B 是 高 斯 整数 且 B 关 0， 我 们 证 明了 总 存在 一 对 高 斯 整数 (y，p) 满足 
a =By+p，Np) < N(B). 
(a) 证 明 : 事实 上 存在 至 少 两 个 不 同 的 数 对 (y，p) 具有 所 需要 的 性 质 . 
(b) 你 能 求 出 a，B 使 得 恰好 有 三 个 不 同 的 数 对 (y，p) 具 有 所 需要 的 性 质 吗 ? 要 么 给 出 例子 ， 要么 证 
明 它 不 存在 . 
(ce) 和 (b) 相 同 , 但 恰 有 四 个 不 同 的 数 对 (y，p). 
(d) 和 (b) 相 同 , 但 恰 有 五 个 不 同 的 数 对 (y，p). 
(e) 根 据 a/B 的 值 将 正方 形 分 成 几 个 不 同 的 区 域 ， 以 此 说 明 你 在 (a) 、(b) 、(e) 、(d) 中 的 结论 . 
设 a,B 是 不 全 为 零 的 高 斯 整数 ， 我 们 称 高 斯 整数 y 是 a, B dit 整除 a 和 6b， 
(ii) 在 所 有 a, B 的 公 因 数 中 ， 量 N(y) 尽 可 能 得 大 . 
(a) 假 设 y 和 65 都 是 a，B 的 最 大 公 因 数 . 证 明 y 整除 5 利用 这 站 事实 推出 5= uy 对 某 个 单位 
成 立 . “1 = 
(b) 证 明 集 合 


tT 


Tar + Bs :r,s 为 高 斯 整数 } 

包含 :ae,， 有 的 最 大 公 因 数 . (提示 : 考察 集合 中 具有 最 小 范 数 的 元 . ) 

(c) 设 y 是 a, 有 的 最 大 公 因 数 . 证 明 (b) 中 的 集合 等 于 * 
iyt: t 是 高 斯 整数 |. 
对 下 面 每 对 高 斯 整数 求 出 最 大 公 因 数 . 下 r 
(a)a=8+38i, B=9 +59i 
(b)a= -9+19i, B= -19+4i 
(c)a=40+60i, B=117 -26i 
(d)a=16-120i, B=52 +68i 
设 只 是 下 面 的 复数 集合 : 
R= lat+tbiv5: a 和 4b 是 普通 整数 |. 

(a) 验 证 情 是 一 个 环 ， 即 验证 R 中 两 个 元 的 和 和、 差 、 积 仍 在 RR 中 . 
(b) 证 明 op =1 在 R 中 的 解 只 有 a=B=1 和 a=B= -1 由 此 推出 环 R 的 单位 只 有 1 和 -1. 
(c) 设 a, B 是 R 中 的 元 我们 称 B 整除 a， 如 果 存 在 RR 中 的 元 y 使 得 a=pBy， 证 明 3 +2iV5 整 除 85 - 

11iW5. 
(d) 我 们 称 尺 中 的 元 a 为 素 元 9 ， 如 果 a 在 R 中 的 因子 只 有 +1 和 +a 证 明 2 是 R 中 的 素 元 . 
(e) 我 们 定义 R 中 的 元 a =a+biy5 的 范 数 为 N(a) = +5b， 设 =11+2iy5, B=1+iy5.， 证 明 不 

可 能 找到 R 中 的 元 y 和 p 使 得 

=By+p, N(p) < N(B). 

因此 RR 不 具有 带 余 除法 人 性质 . (提示: 画 一 个 图 说 明 R 中 的 点 和 复数 a/B. ) 

(f) 素 元 2 显然 整除 乘积 


(1 +iy5)(1 - iy5) = 6. 


日 更 恰当 地 ， 因 数 只 有 w 和 ua 的 元 a 称 为 不 可 芍 元 。 名称 素 元 " 则 留 给 具有 如 下 性 质 的 元 aq: 如 果 a 整除 一 个 


乘积 ， 则 a 至 少 整除 其 中 的 一 个 因子 ， 对 于 普通 整数 和 高 斯 整数 ， 我 们 证 明了 每 个 不 可 约 元 也 是 素 元 ， 但 这 个 
结论 对 本 习题 中 的 环 R 并 不 成 立 . 
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34.7 


34.8 


证 明 2 既 不 整除 1 +iV5， 也 不 整除 1 - iV5. 

(8g) 验证 分 解 式 
， 6=2.3=(1+iv5)(1 -ivV5) 

中 的 数 都 是 素数 ， 以 此 证 明 6 有 两 个 不 同 的 素数 分 解 ， 
(h) 求 出 R 中 其 他 的 数 a 使 得 它 有 两 个 不 同 的 分 解 ec = ri7s = Ts7:， 其 中 Ti，7Ta，T3，T4 是 中 

不 同 的 素数 . 
(i) 你 能 找 出 R 中 不 同 的 素数 ri ，7，，7T3，7T4，Ts，T6 使 得 7 = T3T4 = Ts Te 四 ? 
在 勒 让 德 两 平方 数 之 和 定理 的 证 明 中 ， 我 们 需要 知道 单位 u 和 公式 

A+Bi=ul +)'((a + h(a - bi) )... 
,({(a. +b,i) (ae 一 六 iD gg “gq 

中 的 指数 x) ，…，x*, ， 的 不 同 选取 产生 不 同 的 4， 8 值 ， 证 明 的 确 如 此 ， 
(a) 列 出 rN =2925 的 所 有 因数 . 和 
(b) 利 用 (a) 计 算 D, 和 D,， 即 2925 的 模 4 余 1 的 因数 和 模 4 余 3 的 因数 的 个 数 ， 
(ce) 利 用 勤 让 德 两 平方 数 之 和 定理 计算 R(2925). 
(d) 列 出 将 2925 表 成 两 平方 数 之 和 的 所 有 方法 ， 并 验证 它 与 (ec) 中 的 答案 相 一 致 . 
对 下 面 每 个 N 值 ， 计 算 D, 和 D;， 通过 将 差 Di - D, 与 D - D; 定理 中 给 出 的 公式 作 比 较 来 验证 你 的 
竺 案 ， 并 用 勤 让 德 两 平方 数 之 和 定理 计算 R(N). 如 果 R(N) 关 0， 至 少 求 出 四 种 不 同 的 方法 将 N 表 
成 N=A4*+B* 昌 4>B>0. 
(a)N =327 026 700 
(b)N =484 438 500 
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在 数 与 数学 的 历史 发 展 过 程 中 ， 分 数 (因为 是 比 ， 也 称 作 有 理 数 ) 出 现 得 很 早 ， 公 元 前 
1700 年 就 已 经 在 十 埃及 被 使 用 了 . 当 人 们 需要 把 土地 、 布 匹 、 金 子 或 诸如 此 类 的 东西 分 成 
几 份 时 ， 有 理 数 就 很 自然 地 产生 了 ， 比 较 两 个 量 时 也 会 产生 分 数 ， 举 个 具体 的 例子 ， 从 开罗 
到 卢 克 索 的 距离 大 于 从 开罗 到 亚历山大 的 距离 的 两 倍 ， 但 小 于 它 的 三 倍 ， 这 样 的 描述 有 用 但 


不 是 非常 精确 ， 实 际 上 只 需要 说 前 者 是 后 者 的 二 倍 就 可 以 了 ， 这 意味 着 从 开罗 到 卢 克 索 的 距 


离 的 6 倍 等 于 从 开罗 到 亚历山大 的 距离 的 17 倍 ， 我 们 称 两 个 量 是 可 公 度 的 ， 如 果 第 一 个 量 
的 非 零 整数 倍 等 于 第 二 个 量 的 非 零 整数 倍 ， 或 者 等 价 地 ， 如 果 它 们 的 比 是 有 理 数 ， 注 意 ， 今 
天 就 是 这 样 来 测量 距离 的 ， 我 们 说 距离 市 中 心 3.7 英里 ， 实 际 上 是 说 到 市 中 心 的 距离 的 10 
倍 等 于 被 称 为 “英里 ”的 理想 化 距离 的 长 度 的 37 倍 . 

很 长 一 段 时 间 ， 不 加 思索 的 人 们 似乎 假定 每 个 数 都 是 有 理 数 .用 几何 的 语言 来 说 ， 他 们 
假定 任意 两 个 距离 都 是 可 公 度 的 ， 在 约 2500 年 前 的 希腊 首次 有 :人 
指出 这 个 假定 可 能 不 正确 、 令 人 啼笑 皆 非 的 是 ， 无 理 数 的 首次 出 
现 是 在 勾 股 定理 中 ， 这 个 古典 数学 中 的 瑰宝 我 们 已 经 在 第 2 章 中 。 v2。， 
作 了 诗歌 般 的 描述 ， 尽 管 勾 股 定理 在 毕 达 哥 拉 斯 之 前 很 早 就 已 为 
人 知 ， 但 正 是 在 古 希 腊 有 人 (也 许 是 毕 达 哥 拉 斯 本 人 ) 第 一 次 注意 到 ， 
一 个 等 腰 直 角 三 角形 的 斜 边 ( 见 图 35. 1) 与 直角 边 是 不 可 公 度 的 . ” 

例如 ; 勾 股 定理 告诉 我 们 ， 一 个 直角 边 长 为 1 的 等 腰 直 角 三 图 35.1 不 可 公 度 的 侠 边 
角形 的 斜 边 长 为 /2.， 我 们 并 不 确切 地 知道 毕 达 哥 拉 斯 的 信徒 们 是 如 何 推导 出 那样 一 个 三 角形 
的 直角 边 和 斜 边 是 不 可 公 度 的 ， 但 下 面 这 个 关于 VZ 的 无 理性 的 优美 证 明 改 写 自 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 》(Elements) 中 的 第 十 册 . 

定理 35.1(V2 的 无 理性 定理 ) 2 的 平方 根 是 无 理 的 ， 即 不 存在 满足 疡 =2 的 有 理 数 

证 明 假设 存在 有 理 数 " 使 得 r=2， 我 们 将 利用 假设 的 + 的 存在 性 ， 得 出 矛盾 的 命题 ， 
也 就 是 说 得 到 一 个 显然 不 成 立 的 命题 ， 这 个 矛盾 说 明 这 样 的 > 是 不 存在 的 .就 像 在 第 34 章 
中 提 到 的 那样 ， 反 证 法 是 数学 宝库 中 有 力 的 工具 . 

下 面 给 出 具体 证 明 ， 假设 r+ 是 一 个 满足 ?=2 的 有 理 数 ， 由 于 r 是 有 理 数 ， 可 将 + 写成 
分 数 r=a/b， 我 们 总 可 以 将 分 子 和 分 母 的 公 因 子 约 去 ， 故 可 假定 a 和 6 互 素 ， 换 句 话说， 将 
r 写成 最 简 分 数 的 形式 . 


7 


由 假设 r=2 知 
a’ = 2b’. 
特别 地 ，a? 是 偶数 ， 因 而 a 必须 是 偶数 ,， 设 a=24， 代 入 上 式 并 从 两 边 约 去 2 可 得 
24A* = b， 


故 5 也 必定 是 侦 数 .但 a 和 5 是 互 素 的 , 它们 不 可 能 都 是 偶数 ,这 就 是 我 们 所 要 的 矛盾 
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既然 的 存在 导致 了 矛盾 ， 我 们 只 能 下 结论 说 "不 可 能 存在 . 因此 ， 不 存在 平方 等 于 2 的 
有 理 数 . 口 

这 个 /5 的 无 理性 的 证 明 可 以 用 很 多 方式 推广 例如 ,证 明 当 为 任 一 素数 时 Vp 是 无 理 
数 ， 与 前 面 一 样 ， 假 设 有 一 个 有 理 数 > 满足 ~ =P， 然后 试 着 阜 出 矛盾 . 将 写成 最 简 分 式 
三 a/b, 则 

a =p*b, 

于 是 p 整除 a7. 

在 第 7 章 我 们 证 明了 如 果 一 个 素数 整除 两 个 数 的 乘积 ， 则 它 必 定 至 少 整除 其 中 的 一 个 
数 ， 现 在 ， 素数 p 整除 乘积 a. a， 因 此 可 推出 p 整除 a, 设 a=p4， 代 入 上 式 并 约 去 p 可 得 

P 4 =b, 

于 是 同 理 可 得 p 整除 b， 这 样 ，p 既 整 除 a 又 整除 b，， 这 与 a。 和 " 互 素 产生 了 矛盾 ， 因此，r 不 
可 能 存在 ， 这 就 完成 了 Vp 是 无 理 数 的 证 明 . 

哲学 上 的 插曲 反 证 法 基于 这 样 的 原理 : 如 果 一 个 陈述 导致 了 错误 的 结论 ， 则 原先 的 陈 
述 本 身 是 错误 的 ， 尽管 常识 告诉 我 们 这 个 原理 是 成 立 的 ， 但 事实 上 它 依赖 于 一 个 潜在 的 假 
定 : 原先 的 陈述 必须 非 对 即 错 ， 每 个 陈述 都 非 对 即 错 这 一 假定 称 为 排 中 律 . 尽管 有 着 听 上 去 
非常 重要 的 名 称 ， 但 排 中 律 实 际 上 是 一 个 在 数学 体系 的 形式 结构 中 使 用 的 假定 (数学 术语 
为 公理 ) 有 些 数 学 家 和 催 辑 学 家 不 接受 排 中 律 ， OP 

当 我 们 说 V2 是 无 理 数 时 ,实际 上 是 在 断言 多 项 式 

> 

没有 有 理 根 .类 似 地 ， 对 素数 pp,，Vp 的 无 理性 同样 说 明 没有 有 理 根 ， 一 般 地 ， 一 个 整 
系数 多 项 式 、 

, coX + oN +oX Ce 
可 能 有 许多 无 理 根 ， 尽 管 求 出 这 些 根 通常 很 困难 例如， 多项式 

X2 -66X" - -8X + 1815X° ~ 26 610X° + 5808X’ + 218 097X’ 
- 85 160X? - 971 388X? + 352 176X + 1742 288 

的 一 个 根 是 一 个 看 上 去 很 可 怕 的 数 。 


VIT +V2 + 7 


显然 ， 有 许多 整 系数 多 项 式 ， 其 中 绝 大 多 数 有 无 理 根 ， 我 们 说 一 个 数 是 代数 的 ， 如 果 它 


全 ”实际 情况 比 " 哲 学 .上 的 插曲 "中 提 到 的 更 复杂 - 科 特 哥 德 尔 (Kurt Gidel) 在 20 世纪 30 年 代 证 明了 : 任何 一 个 
“有 趣 的 "数学 系统 (例如 ， 数 论 ) 都 包含 一 些 不 可 判定 的 命题 ， 就 是 说 那些 命题 在 给 定 的 数学 系统 中 既 不 能 被 
证 明 是 真 的 ， 也 不 能 被 证 明 是 假 的 ， 试 着 想象 一 个 人 是 如 何 证 明 某 些 命题 是 不 能 被 证 明 的 ， 这 是 对 你 的 一 个 智 
力 挑 战 .一 个 更 具 哲 学 意义 的 难题 是 : 一 个 命题 不 可 能 被 证 明 为 真 时 它 能 是 真 的 吗 ?“ 真 " 指 什么 ? 如果 你 相信 
数学 知识 已 经 存在 ， 只 不 过 是 被 数学 家 们 发 现 而 非 创造 (参看 习题 33. 2 及 第 155 页 的 脚注 ) ， 那 么 在 某 种 意义 
上 ， 岂 不 是 每 个 命题 都 非 真 即 假 ? 

马 ”你 认为 我 是 怎么 找到 这 人 么 庞大 的 多 项 式 的 这 个 复杂 的 根 的 ? 
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是 一 个 整 系数 多 项 式 的 根 ， 比 如 ， 数 - 
二 ， 了 ， 折 ，asin(m/6) 甚至 VIT+V2 + 他 


了， 
都 是 代数 数 ， 注意 每 个 有 理 数 a/b 都 是 代数 数 ， 因 为 它 是 多 项 式 bX -a 的 根 ， 但 是 ， 正 如 我 
们 看 到 的 ， 许 多 代数 数 不 是 有 理 数 . 

有 了 代数 数 表 面 上 的 丰富 性 ， 我 们 或 许 会 期 望 每 个 无 理 数 都 是 代数 数 ， 也 就 是 说 ， 期 望 每 
个 无 理 数 都 是 一 个 整 系数 多 项 式 的 根 ， 举 个 特殊 的 例子 ， 你 认为 熟悉 的 数 7 =3. 1415926… 是 
一 个 代数 数 吗 ? 在 18 世纪 中 叶 ， 欧 拉 认 为 不 是 2， 不 是 代数 数 的 数 称 为 超越 数 ， 因 为 它 超 
出 了 整 系数 多 项 式 的 根 的 范围 . 

欧 拉 和 他 同时 代 的 人 不 能 证 明 wm 是 超越 数 ， 事实 上 ， 在 1882 年 林 德 曼 ( Lindemamn) 证 
明 的 超越 性 之 前 已 经 过 去 了 100 多 年 ， 不 幸 的 是 ， 即 使 了 随后 的 简化 ，” 的 超越 性 的 证 
明 对 我 们 来 说 还 是 太 复 杂 了 ， 因 此 不 能 在 这 儿 给 出 .证 明 超越 数 的 存在 性 确实 一 点 都 不 容 
易 ， 第 一 个 给 出 超越 数 的 人 是 刘 维 尔 (Joseph Liouville)， 他 是 在 1840 年 给 出 的 .我 们 沿用 刘 
维尔 的 方法 ， 取 一 个 特殊 的 数 ， 然 后 证 明 它 是 超越 的 ， 刘 维尔 数 以 非 循环 小 数 的 形式 给 出 : 

位 数 :12 6 24 120 720 
杆 十 ! ! ! 
B = 0. 110 001 000 000 000 000 000 001 00…001 00:…001 00…-. 
更 精确 地 说 ,，B 的 小 数 表达 式 中 第 n 个 “1” 出 现在 小 数 点 后 第 n! 位 ， 小 数 中 的 其 余 各 位 数 
字 均 为 零 ，B 的 另 一 种 表示 方法 是 
B i 
10 10” 10 10” 10 10 
或 者 ， 利 用 无 穷 级 数 的 求 和 符号 写成 
< | 
87 名 io 

为 证 明 B 是 超越 的 ， 我 们 需要 证 明 B 不 是 任何 整 系数 多 项 式 的 根 ， 正 如 V2 的 无 理性 的 证 

明 一 样 ， 我们 用 反 证 法 ， 假 设 

f(X) = co 下 + el +oX + +cerX+e, 
是 一 个 满足 f(B) =0 的 整 系数 多 项 式 ， 刘 维尔 奇妙 的 想法 是 : 如 果 一 个 无 理 数 是 多 项 式 的 
根 ， 那么 它 不 可 能 与 一 个 有 理 数 太 接 近 . 因此 ， 在 研究 刘 维 尔 数 之 前 ， 我 们 先 简 短 地 讨论 用 
有 理 数 表 近 无 理 数 的 问题 . 

回忆 一 下 狄 利克 雷 的 丢 番 图 逼近 定理 ( 见 第 31 齐 ): 对 任 一 无 理 数 a， 都 有 无 穷 多 个 有 
理 数 a/b 使 得 


a 


b 


< 


© 欧 拉 ( 在 1755 年 ) 写 道 :“ 淖 起 来 相当 肯定 的 是 圆周 构成 了 一 个 非常 奇怪 的 超越 的 量 ， 它 无 法 与 其 他 量 相 比较 ， 
无 论 是 根 还 是 其 他 的 超越 数 . " 勒 让 德 在 1794 年 证 明了 7? 是 无 理 数 ， 并 指出 :“ 可 能 根本 不 包含 在 代数 无 理 
数 中 …… 但 似乎 很 难 严格 地 证 明 这 一 点 . ” 
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换言之 ， 可 以 找到 许多 与 a 充分 接近 的 有 理 数 ， 我 们 或 许 会 问 : 能 不 能 更 接近 ， 例如， 是 否 
有 无 穷 多 个 有 理 数 a/b 使 得 
1 


St 


-a 
b 


答案 在 某 种 程度 上 取决 于 a 
例如 ， 假 设 取 a =Y2， 这 意味 着 a 是/(X) =X -2 的 根 ， 因 此 ， 如 果 a/b 接近 a， 那 么 
(ap) 应 该 相当 小 ， 如 何 来 定量 地 说 明 这 一 点 呢 ? 我 们 可 以 通过 分 解 
GY . 了 
1( 光 = (全 -全 + 同 全 - 梧 
来 估计 f(a/b) 有 多 小 ， 如 果 a/b 接近 /2， 那 么 第 一 个 因子 a/b +Y2 接 近 2Y2， 因 而 肯定 比 4 
小 ， 由 此 可 估计 


另 一 方面 ， 可 以 写 》 


注意 ， 分 子 a* -28? 是 个 非 零 整数 .( 它 为 什么 非 零 ? 答案 是 : 因为 /2 是 无 理 的 ， 所 以 不 可 
能 等 于 6 人/ ) 当然 ， 我 们 不 知道 a -227 的 确切 值 ， 但 知道 一 个 非 零 整数 的 绝对 值 必定 至 少 
为 19， 所 以 

av | .162 - 252 
1 人 所 b? 


现在 ,我 人 有 了 1 f(a/b)1 的 一 个 上 界 和 一 个 下 界 ， 如 果 把 它们 放 到 一 起 ， 就 会 得 到 有 
趣 的 不 等 式 


1 
> = 


a 
二 < -gl (1) 
上 式 对 每 个 有 理 数 a/b 都 成 立 ， 注 意 这 个 不 等 式 是 如 何 补充 狄 利克 雷 不 等 式 
a 
2 
的 . 特别 地 ， 可 以 利用 (1) 式 来 证 明 更 强 的 不 等 式 ， 比 如 
2_fl<l 


; < 页 (2) 


只 能 有 有 限 多 个 解 ， 为 此 ， 联 立 不 等 式 (1) 和 (2) 可 得 


1 1 
一 ”< 一 ， D < 4. 
482 让 从 而 


这 意味 着 5b 只 可 能 是 1, 2，3， 于 是 对 4 的 每 个 取 值 ，a 至 多 有 有 限 多 个 可 能 值 满足 不 等 式 


1 
a 


合 ”这儿 我 们 用 到 的 事实 是 一 个 看 上 去 平凡 的 观察 : 没有 整数 严格 介 于 0 和 1 之 间 . 尽管 看 上 去 平凡 ， 这 个 事实 却 
是 所 有 超越 性 证 明 的 核心 ， 它 等 价 于 非 负 整 数 的 良 序 性 ， 它 断言 由 一 些 非 负 整数 构 成 的 集合 总 有 最 小 元 . 
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和 a 站 人 a 
(2). 事实 上 ， 我 们 发 现 (2) 式 恰好 有 三 个 解 : 1 FT 和 p= 


回顾 一 下 我 们 所 作 的 讨论 ， 我 们 运用 六 是 多 项 式 了 Y -2 的 根 这 一 事实 推出 了 不 等 式 
(1) ，(1) 式 表明 一 个 有 理 数 a/ 不 可 能 与 V2 太 接 近 ， 刘 维尔 关于 如 上 给 出 的 数 B 是 超越 数 
的 证 明 是 以 下 面 两 条 为 支柱 的 (用 来 构建 桌子 可 能 不 稳 ， 但 作为 证 明 完 全 可 以 接受 ): 

(让 如果 a 是 个 代数 数 ， 即 a 是 整 系数 多 项 式 的 根 ， 那 么 有 理 数 a/b 不 能 太 接近 a 

(ii) 对 如 上 给 出 的 数 B， 有 许多 有 理 数 ac/ 极其 接近 

.我 们 的 目标 是 采用 这 两 个 定性 的 结论 并 且 使 它们 变 得 精确 ， 从 结论 (1) 开 始 ， 它 可 量化 
成 如 下 形式 . . 

定理 35.2{ 刘 维尔 不 等 式 ) ” 设 代 数 数 w 是 整 系数 多 项 式 

f(X) = co 和 Tc Ce 
的 根 ， 设 万 是 任 一 满足 刀 >d 的 数 ( 即 DD 大 于 多 项 式 f 的 次 数 ).， 那么 只 有 有 限 多 个 有 理 数 a/b 
满足 不 等 式 . - 
1 
之 区: (+*) 

证 明 =a 是 作 X) 的 根 表 明 用 -a 去 除外 ) 时 得 到 的 余 项 为 0， 换 言 之 , fA() 可 因 

式 分 解 成 


A 


f/(X) = (X -~ a)g(X), 
其 中 
g(X) = eX t+eX + +erX+e, 
是 某 个 多 项 式 ， 例 如 ， 代 数 数 妆 是 多 项 式 忍 -7 的 根 ， 用 工 - 妇 去 除 说 -7 可 得 分 解 式 
-7 = (FX-I) (XR + + V49). 
注意 ， 系 数 e, ，…，es 未 必 是 整数 ， 但 这 不 会 给 我 们 带 来 任何 问题 . 


现在 假设 a/b 是 不 等 式 ， \ 
| 
的 一 个 解 ， 若 将 下 = oa 代入 分 解 式 f(X) = (X -a)g(X) 并 取 绝 对 值 ， 则 可 得 基本 公式 
A ta 


这 个 公式 的 重要 性 在 于 : 如 果 ab 接近 a， 则 右边 的 值 很 小 而 左边 是 个 有 理 数 ， 接 下 去 要 做 
的 两 件 事 是 求 出 1 g(a/5) | 的 上 界 和 1 f(a/b)1 的 下 界 . 
我 们 从 后 者 开始 。 写 出 f(a/6) 并 且 通 分 可 得 


12)=o(2) +o(2) +o) tteng te 
Coa + cab +ea bb +. +eab’' + ceb’ 

加 
注意 这 个 分 式 的 分 子 是 个 整数 ， 故 只 要 它 非 零 ， 就 有 
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(3 了) 0 


(我 们 稍 后 再 处 理 f(a/68) =0 的 情形 . ) 可 以 用 前 面 的 例子 AX) = 六 -7 来 说 明 ， 


al_ la | le-76| 1 
a dr 
接着 我 们 想 要 一 个 g(a/6) 的 上 界 ，a/6 是 不 等 式 ( * ) 的 解 必定 蕴涵 着 
277 中 a/bls<slal+l1, 
因此 可 以 估计 
上 (中 < 全 | 人 | 人 


< 和 el(lal+1l) +e(lal+l) +e(al+l) ?+ +e(l al+1) +e,. 
最 后 这 个 量 相当 复杂 ， 但 是 不 论 它 等 于 多 少 ， 都 有 一 个 非常 重要 的 性 质 : 不 依赖 于 有 理 数 
a/5， 换 言 之 ， 我 们 已 经 证 明了 存在 正 数 天 使 得 对 不 等 式 (* ) 的 任何 一 个 解 a/b 都 有 


| g(a/b) | 到 天 
再 次 用 例子 /X) =XX -7 来 说 明 这 个 估计 ， 此 时 1 w/b1 <Y7+1， 这样， 
Ee a aes 
< (VT+1) +YV7 +1) + YT 
< 17.717, 
所 以 在 这 个 例子 中 可 取 天 =17.717. 人 十 
现在 有 ， 
不 等 式 < 庙 " CR 
mn 分 甸 式 (人 吧 |= | 全 -| 全 
"| 
上 界 ja( 扣 <K 
联 立 起 来 可 以 得 下 
天 
六 < 多 |:( 基 |< 备 


因为 D >d， 我 们 可 以 把 4 We et 
b < 0 
如 用 例子 a = 好 和 /(X) = 到 -7 来 说 明 这 一 点 ， 我 们 有 4d =3， 且 可 取 开 =17.717， 于 是 如 果 
取 D=3.5， 就 可 以 得 到 界 
278 b < 17.717" 3 ~ 313. 89. 
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现在 可 以 明白 为 什么 上 界 玉 不 依赖 于 数 a/b 如 此 重要 了 ， 因 为 正 是 由 这 一 点 可 以 得 出 6 
只 有 有 限 多 个 可 能 值 的 结论 .' (注意 4 必须 是 个 正 整 数 ， 因 为 它 是 写成 最 简 分 式 的 分 数 a/b 
的 分 母 . ) 而 且 ， 对 每 个 固定 的 6， 只 有 有 限 多 个 .a 使 不 等 式 ( * ) 成 立 ， (事实 上 ， 如果 46” > 
2， 则 对 于 给 定 的 5 值 ，a 至 多 有 一 个 可 能 的 取 值 . ) 最 后 一 次 回 到 我 们 的 例子 . b 可 能 的 取 值 
为 满足 1<4b<313 的 整数 ， 于 是 对 每 个 特定 的 b，， 相 应 的 a 的 可 能 值 ( 即 不 等 式 ( * ) 的 解 ) 是 
那些 满足 
3 1 3 1 
6Y7 -rob + 
的 数 ， 这 证 明了 只 有 有 限 多 个 解 ,' 且 经 快速 计算 (在 计算 机 上 ) 后 发 现 ， 这 个 例子 只 有 两 个 
解 a/b=1/1 和 271. 
我 们 几乎 完成 了 不 等 式 ( * ) 只 有 有 限 多 个 解 a/b 的 证 明 . 回顾 一 下 到 目前 为 止 我 们 所 
做 的 一 切 ， 就 会 发 现 我 们 实际 上 证 明 的 是 ( * ) 只 有 有 限 多 个 满足 f(a/2) 关 0 的 解 ， 因 此 仍 
需 讨论 信 X) 的 根 . 因为 一 个 d 次 多 项 式 最 多 只 有 d 个 有 理 根 或 无 理 根 ， 所 以 有 限 多 个 f( XX) 
的 有 理 根 不 会 改变 我 们 的 结论 : (* ) 只 有 有 限 多 个 解 . , 口 
刘 维 尔 不 等 式 表明 一 个 代数 数 a 不 能 用 有 理 数 作 很 好 的 逼近 ， 下 一 个 引 理 是 证 明 的 第 二 
个 支 福 ， 它 表明 刘 维 尔 数 B 可 以 用 许多 有 理 数 作 非 常 好 的 逼近 . 
引 理 35.3{ 关 于 BB 的 好 的 逼近 的 引 理 ) 设 B 是 如 上 所 述 的 刘 维 尔 数 
= 1] 和 
B= >》 10m， 


n=1, 


则 对 每 个 数 D >1， 我 们 都 能 找到 无 穷 多 个 不 同 的 有 理 数 a/b 满足 不 等 式 


‘ 4 站 于 


证 明 从 直观 上 看 ， 该 引 理 表明 可 以 找到 非常 非常 接近 B 的 有 理 数 ， 怎 么 去 找 那么 好 的 
逼近 呢 ? B 的 定义 
站 
10: 10 10” 104 10% 10%. 
提供 了 线索 .这 个 序列 中 的 项 递减 得 非常 快 ， 所 以 ， 如 果 只 取 开 始 的 几 项 ， 就 能 得 到 一 个 有 
的 很 好 的 逼近 ， 例 如 ， 如 果 取 前 四 项 ， 可 得 有 理 数 、 
1 1 1 1 
7 107 1 105 * 10% 
于 是 1 7 -B1 的 小 数 形式 中 的 前 119 位 数字 都 是 零 ， 故 而 1 mn -B1 <2… 10-”， 这 肯定 非 
常 小 ， 男 一 方面 ， 如 果 把 mr 写成 分 数 a,/b,， 则 
, 2 % ~ 110 001 000 000 000000000001 
+ ~ bs 1000000000.000000000000000’ 
所 以 它 的 分 母 6“ 仅 仅 ”" 是 10*， 这 个 数 看 起 来 很 大 ,但 注意 到 1 mr -B1 <2 .10 <1/8， 
因此 是 B 的 一 个 相当 好 的 逼近 . 


更 一 般 地 ,假设 取 序 列 的 前 访 项 ， 并 把 它们 加 起 来 构成 有 理 数 


= 0. 110 001 000 000 000 000 000 001. 
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by 107 107 107 ?1o™ 
我 们 需要 估计 如 的 大 小 以 及 ry 与 B 有 多 接近 . 

经 求 和 构成 rw 的 那些 分 数 的 分 母 都 是 10 的 寡 次 ， 所 以 最 小 公分 母 是 最 后 的 那 一 个 

by = 10", ' 
另外 ， 差 B-r, 形 如 
Ps Ef SR, val 
~ 10%*D)! 10**2)! 10*3)! 

于 是 B -rw 的 小 数 形式 中 的 第 一 个 非 零 数字 出 现在 第 (N+1)! 位 ， 且 该 数字 是 1。 这 表明 差 
B-m 一 定 小 于 第 (N+1)! 位 数字 是 2 的 数 ， 即 


0<B-r< 


为 将 它 与 b, 的 值 联系 起 来 ,注意 到 
10*D! 三 ( 10 )**! = Be 


十 


‘ 


2 
10DOr 


因此 有 


0 <pB-r < Far “ 

概括 来 说 ， 对 每 个 W>1， 我 们 找到 了 一 个 有 理 数 a,/b， 使 得 

2 

丽人 

而 且 ， 这 些 有 理 数 互 不 相同 ， 因 为 它们 的 分 母 bs = 10% 不同， 所 以 ND 时 的 有 理 数 aw/b， 
是 不 等 式 


0<B8- 屏 < 
N 


< 
的 无 穷 多 解 ， 证 毕 . : 口 
现在 我 们 已 经 具备 了 证 明 B 是 超越 数 所 需 的 两 样 东 西 . 
定理 35.4(B 的 超越 性 定理 ) 刘 维 尔 数 
| 
B= 2 io" 2 
是 超越 数 ， : 
证 明 ”用 反 证 法 .首先 假定 8 是 代数 数 ， 我 们 试图 导出 错误 的 结论 . 8 是 代数 数 的 假定 
意味 着 B 是 整 系数 多 项 式 
f(X) = co 下 站 四 和 二 人 
的 根 ， 令 也 =d+1， 则 刘 维 尔 不 等 式 告诉 我 们 只 有 有 限 多 个 有 理 数 a/b 满足 不 等 式 


a | 
BI jr 


而 由 引 理 可 知 有 无 穷 多 个 有 理 数 满足 该 上 这 个 矛盾 证 明了 B 不 可 能 是 一 个 代数 数 ， 因 


- 
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而 B 必定 是 个 超越 数 . 
刘 维 尔 数 是 超越 数 的 证 明 并 不 容易 ， 你 会 为 到 达 了 对 超越 数 探索 的 终点 而 庆贺 ， 但 是 要 
知道 ， 我 们 探索 到 的 仅仅 是 超越 数 的 冰山 一 角 . 
超越 理论 中 最 优美 的 定理 之 一 是 由 盖 尔 范 德 (A. 0. Celfond) 和 施耐德 (T. Schneider ) 在 
1934 年 独立 证 明 的 ， 他 们 证 明了 如 果 a 是 任意 一 个 不 等 于 0 和 1 的 代数 数 ， 且 5 是 任意 一 个 


无 理 的 代数 数 ， 则 a’ 是 超越 数 ， 例 如 ，2“ 是 超越 数 . 


盖 尔 范 德 -施耐德 定理 也 是 成 立 的 ， 这样 ，e” 是 超越 数 ?， 因 为 e” 等 于 ( -1) 
现在 ， 超 越 理 论 是 数学 研究 中 一 个 活跃 的 领域 ， 有 着 许多 听 起 来 无 关 痛 痒 的 公开 问题 . 


例如 ， 我 们 不 知道 fr +e 是 否 是 超越 数 ， 实 际 上 ， 我 们 甚至 不 知道 fr +e 是 不 是 无 理 数 


习题 


35.1 


35.2 


35.3 


35.4 


35.5 


35.6 


35.7 
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令 人 惊奇 的 是 ， 即 使 a 和 45 是 复数 ， 


(a) 设 NN 是 个 正 整数 ,但 不 是 一 个 完全 平方 数 . 证明 YN 是 无 理 数 . (小 心 不 要 证 明 过 头 ， 例如; 检 


查 一 下 以 确信 你 的 证 明 不 会 得 出 V4 是 无 理 数 . ) 
(b) 设 n>=2 是 整数 ，p 为 素数 ， 证 明 Yp 是 无 理 数 . 
(c) 设 n>2 和 N=2 为 整数 ， 叙 述 什 么 时 候 YN 是 个 无 理 数 ， 并 证 明之 . 


设 4,， B,C 为 整数 且 40. 设 7, 7 为 多 项 式 .4x + Bx + C 的 根 . 说 明 在 什么 条 件 下 r, 和 7, 是 有 理 


数 ， 特别 地 ， 说 明 为 什么 它们 要 么 同 为 有 理 数 ， 要么 同 为 无 理 数 . 
给 出 一 个 3 次 整 系数 多 项 式 ， 它 有 

(a) 三 个 有 理 根 . 

《b) 一 个 有 理 根 和 两 个 无 理 根 . 

《ec) 没 有 有 理 根 . 


(d) 一 个 3 次 多 项 式 可 以 有 两 个 有 理 根 和 一 个 无 理 根 吗 ? 若 可 以 ， 举 例 说 明 ; 若 不 可 以 ,证 明之 . 


(a) 求 一 个 整 系数 多 项 式 使 得 /2 +Y3 是 它 的 一 个 根 . 
(b) 求 一 个 整 系数 多 项 式 使 得 /5 +i 是 它 的 一 个 根 ， 其 中 i= W= 工 


设 FX) = + +cX +…+ci +ci 是 一 个 d 次 多 项 式 ， 其 系数 cc，…，cy 均 为 整数 . 


设 有 理 数 > 是 大 于 ) 的 一 个 根 . 
(a) 证 明 r 事 实 上 必定 是 一 个 整数 . 
(b) 证 明 r 必 整除 cs. 
利用 前 面 的 习题 解决 下 述 问 题 . 
{a) 求 出 下 -站 -3 号 -2 有 -198-6 的 所 有 有 理 根 . 
(b) 求 出 咎 +63XY +135X? +785 和 -556X -4148 的 所 有 有 理 根 . 
(提示 : 如 果 一 找到 一 个 根 > 就 用 蕊 ~-r 除 多 项 式 来 去 掉 这 个 根 的 话 可 以 减少 工作 量 . ) 
(c)c 取 哪些 整数 时 多 项 式 节 +2 庆 -c+3cX* +3 有 有 理 根 ? 


(a) 设 fT) =coX ++cX He + +cuiX+cs 是 一 个 @ 次 多 项 式 ， 其 系数 co 全 


均 为 整数 ， 设 有 理 数 >=a 少 是 盛 X) 的 一 个 根 . 人 


| 


日 ”这 里 e=2.718 281 8… 是 自然 对 数 的 底 ， 埃 尔 米 特 ( Hermite) 在 1873 年 证 明了 e 是 超越 数 ， 等 式 ( -1) "i=e" 可 


从 欧 拉 恒等式 ee = cos( 9) + isin( 6) 推 得 . 令 9=7 得 e" = -1， 再 两 边 ~'i 次 方 即 得 所 需 公式 . 
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(b) 利 用 (a) 求 出 多 项 式 
Bx ~ 10x° -3x + 24x* -30x ~ 33x* + 30x +9 
的 所 有 有 理 根 . 
(ce) 设 为 素数 .证 明 多 项 式 pg -X -1 没有 有 理 根 . 
35.8 设 a 为 代数 数 ， 
(a) 证 明 a+2 和 2a 是 代数 数 ， 


(b) 证 明 a+ 字 和 地 a 是 代数 数 . 
(6) 一般 地 ， 设 7 为 任 一 有 理 数 ， 证 明 a +r 和 ra 是 代数 数 . 
(d) 证 明 a +Y2 和 y2* a 是 代数 数 ， 
(e) 更 一 般 地 ， 设 4 为 整数 ， 证 明 a +YA 和 YA . a 是 代数 数 . 
(人 ) 试 着 尽 可 能 推广 该 习题 . 

35.9 已 知 a=yZ+Y3 是 多 项 式 f(X) = 到 -10 妇 +1 的 根 . 


(a) 求 一 个 多 项 式 g(X) ,使 得 /站 ) 可 分 解 成 /(X) = (XX-a)g(X). 
(b) 求 一 个 数 K， 使 得 对 满足 1 a/b -al <1 和 f(a/b) 0 的 任 一 有 理 数 a/b, 都 有 1 g(a/b) | <K. 


(c) 求 满足 不 等 式 
a » 1 
5 (V2 + V3) |s 区 ) 
的 所 有 有 理 数 a/b. 
(d) 如 果 你 知道 如 何 编 程 ， 将 Li 换 成 1/4* 后 重 做 (c). 
35.10 设 
1 1 
B= 之 页 ， B; = 之 10™” 
这 里 上 为 某 个 固定 的 整数 且 宇 2. 


(a) 证 明 B, 是 超越 数 ，( 如 果 对 一 般 的 不 清楚 怎么 做 ， 先 试 试 对 =2 进行 证 明 ， 注 意 我 们 已 经 证 
明了 k=10 的 情形 . ) 
283 (b) 证 明 B, 是 超越 数 . 
35.11 设 


1 1 
B, = ai B= 2 Tom 

(a) 试 用 本 章 中 的 方法 证 明 B, 是 超越 数 . 在 哪 一 点 上 证 明 失 败 了 ? 

(b) 证 明 B, 是 无 理 数 . (提示 : 假设 B, 是 有 理 数 ， 设 B, =a/b5， 观 察 整除 5b 的 2 的 最 高 窒 次 . ) 你 可 
能 已 经 认 出 了 这 个 有 名 的 数 B, =e =2.718 281 8… 结果 是 e 确实 是 个 超越 数 ,， 但 直到 刘 维 尔 的 
结果 出 来 33 年 后 ， 埃 尔 米 特 才 证 明了 e 的 超越 性 . 

(c) 试 用 本 章 中 的 方法 证 明 B, 是 超越 数 ， 在 哪 一 点 上 证 明 失 败 了 ? 

(qd) 证 明 B, 不 是 次 数 不 超 过 9 的 整 系数 多 项 式 的 根 . 

35.12 设 a=r/s 是 写成 最 简 形 式 的 有 理 数 . 
(a) 证 明 恰 有 一 个 有 理 数 a/b 满足 不 等 式 
la/b-al < 1/sb. 
(b) 证 明 不 等 式 | a/b -al =1/sb 对 无 穷 多 个 不 同 的 有 理 数 a/b 成 立 . 
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35.13 (a) 证 明 1/86? < 1 a/6 - Vi101 对 每 个 有 理 数 a/b 成 立 ， 
(b) 利 用 (a) 求 出 满足 ! V101 < 的 所 有 有 理 数 a7b 
35. 14 (a) 如 果 NN 不 是 完全 平方 数 ， 求 K 的 一 个 员 体 的 值 ， 使 不 等 式 KM/ < 1 a/6 - VW 对 每 个 有 理 数 a/b 
都 成 立 . (天 的 值 依 赖 于 N, 但 与 a, 4 无关. ) 
(b) 利 用 (a) 求 出 满足 下 述 各 个 不 等 式 的 所 有 有 理 数 a/b: 
(Dl a/b-Ail <1/b’ 
(ii) 1 a/b -1 <1/b’ 
品 (e) 编 一 个 计算 机 程序 ， 输 入 三 个 数 (W，C，e) 后 输出 满足 1 a/b -YNI1 <C/b' 的 所 有 有 理 数 a/b. 
程序 要 验证 N 是 个 正 整数 且 C >0 和 e>2. (如 果 e<2， 程 序 在 使 用 时 会 显示 不 能 看 到 所 有 的 
解 ， ee a/b: 
(iD) 1 a/b- VS731 <1/b 
(ii) 1 a/b ~- VI91 <1/b’ 
(iii) i a/b -v61 <8/0* 
(对 (iii) ， 如 果 想 直接 计算 ， 就 需要 一 个 速度 中 等 的 计算 机 . ) 

35.15 判断 下 述 各 数 中 哪些 是 代数 数 ， 哪 些 是 超越 数 ， 并 说 明理 由 .可 以 应 用 关 是 超越 数 的 事实 ， 也 可 
以 使 用 盖 尔 范 德 -施耐德 定理 ， 它 表明 车 a 是 不 等 于 0 和 1 的 代数 数 ,，b 是 无 理 数 ， 则 a' 是 超越 数 . 
(提示 ; 下 述 数 中 有 一 个 数 的 答案 是 不 知道 的 . ) 

(avVI (DVI (e) (tanmn/4) (dm 
(e)VT (fm (g)cos(m/5) 《h) 2 

35.16 一 个 ( 实 ) 数 的 集合 $ 称 为 是 良 序 的 ， 如 果 5 的 每 个 子 集 都 有 最 小 元 . (5 的 子 集 7 有 最 小 元 指 存在 
a e 了 使 得 对 每 个 be 7T,，b#a, 都 有 ab. ) | 
(a) 利 用 没有 整数 严格 位 于 0 和 1 之 间 这 一 事实 证 明 非 负 整 数 集 是 良 序 的 . 

(b) 通 过 写 出 一 个 具体 的 没有 最 小 元 的 子 集 证 明 非 负 有 理 数 集 不 是 良 序 的 . 
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我 们 以 4+8B 的 短 次 的 一 个 简短 列表 作为 本 章 的 开始 . 


(A+B)"= 1 
(A+B)' = A+B 
(A+B)’= A +24B +B’ 

(4 +B)’ = A’+34’B+3AB*+B’ 


(A+B)*=A:+4A’B+6A°B’ +44B’ +B° 
有 许多 美妙 的 模式 隐藏 在 这 个 列表 中 ， 有 的 很 明显 ， 而 有 的 非常 难以 捉摸 ， 在 进一步 阅读 之 
前 ， 你 应 该 花 几 分 钟 独自 寻找 一 些 模式 . 村 
在 这 一 章 中 ， 我 们 看 看 (4 + B)" 展开 之 后 会 怎样 ， 很 显然 ， 由 上 面 的 例子 得 到 形 如 


(4+B)" =[ |]A"+[ |A"B+| 4282 +[ |A"?B + 
+[ a8"* + ]48"*+[ |B 
的 展开 式 ， 其 中 空 的 方 框 中 需要 填 上 某 些 整数 
显然 ， 第 一 个 和 最 后 一 个 方 框 中 应 填 1. 根据 例子 ， 第 二 个 和 倒数 第 二 个 方 框 中 应 填 
不 幸 的 是 ， 其 他 方 框 中 应 填 什么 一 点 都 不 清楚 ， 但 缺乏 了 解 并 不 妨碍 我 们 给 这 些 数 取 名 ， 出 
现在 (4+B)" 的 展开 式 中 的 整数 称 为 二 项 式 系 数 ， 因 为 4+8B 是 个 二 项 式 ( 即 由 两 项 构成 的 
量 ) ， 且 当 对 二 项 式 4+ 有 取 寡 次 时 ， 我 们 研究 的 这 些 数 以 系数 的 形式 出 现 ， 二 项 式 系数 有 
各 种 不 同 的 记号 被 普遍 使 用 >， 我 们 采用 记号 
(0) = (4 + 8)" 中 4"*B* 项 的 系数 . 


于 是 ， 利 用 二 项 式 系数 的 记号 ，(4 +B)" 的 展开 式 形 如 


Nn n\n-l NR\ nn-2 pn2 二 n\n-k pk ny nN\ pn 
(oj + (7)4 B+ (7)4 2 + + (7j4 B* + + (")a”. 
为 研究 二 项 式 系 数 ， 将 它们 排 成 一 个 三 角形 比较 方便 ， 三 角形 的 第 n 行 包含 了 在 (4+B)" 的 
展开 式 中 出 现 的 二 项 式 系数 . 这 样 排 成 的 三 角形 称 为 帕斯卡 三 角形 ,帕斯卡 (Blaise Pascal) 
是 17 世纪 法 国 数学 家 和 自然 哲学 家 . 


© 二 项 式 系数 ( 也 叫 组 台数 ， 记 作 Ct. 
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(A+B)": (0 

waa 

a 

eam No) le oo . 
092 人 本 ”全 全 


帕斯卡 三 角形 的 前 五 行 
可 以 根据 出 现在 本 章 开 头 的 列表 填 人 数值 ， 


(A+B)": 1 

(A+B)': 1 1 

(A+B)’: | 1 2 1 
(4+B)’: . 1 3 3 1 
(A+B)’: 1 4 6 4 1 


如 何 写 出 帕斯卡 三 角形 的 下 一 行 呢 ? 一 种 方法 是 简单 地 乘 出 (4+8)， 并 记 下 系数 ， 另 一 [87 
种 更 简便 的 方法 是 利用 已 知 的 (4 + B) 的 展开 式 并 将 它 乘 以 4+B 得 到 (A+8B)*， 这 样 


(A4+B)’ A* + 4AB + 6A°B" + 44B’ + B* 
x A+B x A+8B 
(A+B)’ A*B +4A’B* + 642B3 + 44B4 + BY 


A +4A*B +6A’B’ +442B + AB’* 
A + 5A'B.+10A’B’*+104A°B’ + SAB* + B’ 
因此 帕斯卡 三 角形 的 下 一 行 是 ; 
1 5 10 10 5 1 
可 以 利用 这 个 简单 的 想法 ， 即 
(A+B)’” = (A+B).(A+B)", 
来 推导 出 关于 二 项 式 系数 的 一 个 基本 关系 式 ， 如 果 像 前 面 一 样 用 4 +B 去 乘 (4 +B)"， 结果 
等 于 (4+8)" ， 我 们 发 现 ， 
(4 MB + M4 + (We 
X A+B 
(0)4B + (7)4B +t (1)4B" (人 8 
A 


(04” + (TAB +(2)4" B + + (1)4B" 
(tj + (" 人 A'B + ("+1)A"'B 后 (ap: 和 由 


于 是 
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(D00)= (19). (= (3). 
一 般 地 ， 我 们 得 到 王 面 的 基本 公式 . 
定理 36.1( 二 项 式 系数 的 加 法 公式 ) 设 mn 三 上 >0 为 整数 ， 则 


n n\y_ /n+l 
a a a 
这 个 加 法 公式 描述 了 帕斯卡 三 角形 的 一 个 非常 好 的 性 质 : 三 角形 中 的 每 个 值 都 等 于 它 上 
面 的 两 个 值 的 和 . 例如 ， 前 面 找 到 的 帕斯卡 三 角形 的 n =5 那 一 行 是 


[slalsli， 
于 是 n=6 这 一 行 可 以 通过 将 n=5 那 一 行 中 的 相 邻 数 相 加 来 计算 ， 像 下 面 那样 ; 
[n= 5] 1 5 10 10 5 1 
A NT Nt. NITY NA N 
[n=6] 1 6 15 20 15 6 1 
这 表明 
(4+B)5 = A +6A5B +1544B2 +204’B’ +15A°B* +6AB’ +B°, 
根本 不 必 做 任何 代数 运算 ! 下 面 是 说 明 二 项 式 系数 加 法 公式 的 帕斯卡 三 角形 的 一 张 图 表 . 


[n= 0] 1 
AN 
[n= 有 1 1 
AS DN 
[n = 2] 1 2 1 
A Sr Wt 
[n= 3] 1 3 3 1 
Nt WE NT AO 
[fn = 4] 1 4 6 4 1 
Nt NT N'Y 人 
[n= 5] 1 5 10 10 5 1 
NN Nt NN WN 
[n= 60] 1 6 15 20 15 6 1 


NN NT V+ 人 ON 
帕斯卡 三 角形 说 明 ("1) 十 (%) = ("#') 

我 们 的 下 一 个 任务 是 导出 关于 二 项 式 系数 的 一 个 完全 不 同类 型 的 公式 ， 它 说 明了 一 个 在 
现代 数学 的 发 展 中 时 常 出 现 的 简单 但 非常 有 用 的 方法 ， 在 任何 时 候 用 两 种 不 同 的 方法 计算 同 
一 个 量 ， 比 较 所 得 的 结果 都 会 得 到 有 趣 、 有 用 的 东西 . 

为 了 求 得 二 项 式 系数 1] 的 新 的 公式 ， 考虑 当 乘 出 


(A+B)” = (A+B)(A+B)(A +B):…(A+B)(A+B) 
时 会 怎样 。 先 看 特殊 情形 
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(A+B)’ = (A+B)(A+B)(A+B). 
这 个 乘积 由 一 些 项 构成 ， 这 些 项 是 这 样 形成 的 :从 第 一 个 因 式 中 选择 4 或 B, 再 从 第 二 个 因 
式 中 选择 4 或 B， 最 后 从 第 三 个 因 式 中 选择 4 或 B， 这 样 就 给 出 了 所 有 的 8 项， 这些 项 中 有 
几 项 等 于 4 ? 得 到 4” 的 唯一 方法 是 从 每 个 因 式 中 选择 4， 故 只 有 一 种 方法 得 到 4 . 
接着 考虑 得 到 428 的 方法 数 ， 可 以 用 以 下 方法 得 到 4*B: 
。 从 第 一 和 第 二 个 因 式 中 选 4， 从 第 三 个 因 式 中 选 B， 
; (4 + B)(4 +B)(A+B); 
。 从 第 一 和 第 三 个 因 式 中 选 4， 从 第 二 个 因 式 中 选 8， 
(4 +B)(4 + B)(4 + B); 
。 从 第 二 和 第 三 个 因 式 中 选 4， 从 第 一 个 因 式 中 选 B， 
(A+B)(A+B)(A+B). 


我 们 通过 着 重 指出 4 和 8 在 每 种 情形 中 的 使 用 说 明了 这 三 种 可 能 性 ， 这 表明 (4 +8)? 中 4*B 
的 系数 为 3， 因此 二 项 式 系数 (1 等 于 3 
现在 ,将 这 个 讨论 一 般 化 ， 计 算 在 乘积 


n 个 因 于 
(A+B)(A+B)(A+B):…(A+B)(A+B) 
中 得 到 4*8" “的 不 同 的 方法 数 . 从 任意 个 因 式 中 选取 4， 再 从 剩 下 的 n -上 个 因 式 中 选取 8B 
就 可 得 4*B8"“. 所 以 需要 计算 选择 个 因 式 的 方法 数 . 我 们 每 次 选 一 个 
第 一 个 因 式 有 n 种 选择 ， 一 旦 选 定 ， 第 二 个 因 式 便 从 剩 下 的 nn-1 个 因 式 中 选 ， 选 定 这 
两 个 因 式 后 ， 第 三 个 因 式 就 从 剩 下 的 n-2 个 因 式 中 选 ， 如 此 下 去 . 于是， 从 nn 个 因 式 中 选 
出 个 因 式 有 
n(n-1)(n-2).…(n-k+1) 
种 方法 . 
不 幸 的 是 ， 我 们 重复 计算 了 得 到 4*8"“ 的 方法 数 ， 因 为 是 在 特定 的 顺序 下 作出 选择 的 . 
为 说 明 这 个 问题 我们 回 到 n =3 的 例子 ， 这 时 得 到 48B 的 一 种 方法 是 从 第 一 和 第 三 个 因 式 
中 选取 4， 但 对 这 种 选择 算 了 两 次 ， 因 为 一 次 是 作为 
“第 一 次 选 第 一 个 因 式 ， 接着 选 第 三 个 因 式 ” 
来 计数 的 ， 第 二 次 是 作为 
“第 一 次 选 第 三 个 因 式 ， 接 着 选 第 一 个 因 式 ” 
来 计数 的 .这样 ，(4 + 有 ) "中 项 4"8"“ 的 真正 个 数 是 
| n(n-1)(n -2):(n -k+l1) 
除 以 我 们 作出 选择 时 采用 的 不 同 顺 序 的 个 数 . 记 住 我 们 选 了 次 ， 故 这 些 选择 的 不 同 顺序 的 
个 数 为 上 4， 因 为 可 以 把 大 个 因 式 中 的 任何 一 个 放 在 第 一 个 ， 然 后 把 剩 下 的 大- 1 个 因 式 中 的 
任意 一 个 放 在 第 二 个 ， 等 等 因此， 在 乘积 (4 +B8)" 中 得 到 4"8" “的 方法 数 等 于 
1 n(n-1)(n—-2).…(n—-k+1) 
k! E 
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当然 ， 它 正好 是 二 项 式 系数 | ,] ， 于 是 我 们 证 明了 著名 的 二 项 式 定理 . 
, 定理 36. 2( 二 项 式 定理 ) 展开 式 . I 
(A +B)" = (oj4 + (3)4"™s + (4 人 于 证 (©) 


中 的 二 项 式 系 数 如 下 确定 : 
ny _ n(n-1)(n-2)(n -ek+1) _ nl! 
的 总 k! (CR 一 大) 
证 明 ”我们 已 经 完成 了 第 一 个 等 式 的 证 明 ， 要 证 明 第 二 个 等 式 ， 只 需 让 第 一 个 分 式 的 分 
子 和 分 母 同 乘 以 因子 (mn -k)!， 即 得 
及 (7 一 1)(m -2):(n -+1) (no-k)! nl 
| k! A! Fn 
例如 ，(4 +B) 中 4B 的 系数 等 于 
(3)= L005 210 


口 


再 举 个 例子 ，(4 +B)" 中 4*B" 的 系数 为 
19\ _19.18.17:16.15.14.13.12.11.10.9 
(nl 11!. 


_3 016 991 577 600 
”39916800 


=75 582. 
当然 ， 如 果 丰 大 于 元 ， 就 像 上 面 最 后 这 个 例子 ， 先 应 用 二 项 式 系数 对 称 公式 
ny n 
0 


会 简单 些 ， 对 称 公式 只 4 是 说 明 当 (4 + B)* 展开 后 ，4*B" “和 4"“B* 有 相同 的 系数 .这 显然 是 
对 的 ， 因 为 4 和 B 没有 任何 区 别 .， 利用 对 称 公 式 ， ey 


(3)= (3)=e 18.17.16.: 4.13.12 
11 8 er 

3 047 466 240 

= 0320 = 75582. 


二 项 式 系 数 模 P 


如 果 让 二 Re 会 发 生 什么 ?以 下 是 帕斯卡 三 角形 模 5 和 
模 7 后 的 前 几 行 . . ' 


二 项 式 系数 与 帕斯卡 三 诊 形 191 


1 331 1 3 3 1 
14141 1 46 41 
100001 1 53351 
1 100011 i1616 1561 
12100121 10000001 
帕斯卡 三 角形 模 5 一 帕斯卡 三 角形 模 7 


注意 ， 帕 斯 卡 三 角形 模 5 后 n=5 的 那 一 行 是 100001， 类 似 地 ， 帕 斯 卡 三 角形 模 7 后 n=7 的 


那 一 行 是 10000001， 这 意味 着 1<k<p -1 时 [4] 模 p 应 该 等 于 0， 这 一 点 很 容易 证 明 ， 并 且 


它 给 出 了 二 项 式 定理 模 的 一 个 极其 简单 的 形式 . 
定理 36.3( 模 p 二 项 式 定 理 ) 设 p 为 素数 . 
(a) 二 项 式 系数 | 人 j 同 余 于 
Dt 党 1<k<p-1, 
k 1 (modp) 车 尺 =0 或 =p. 
(b) 对 任意 数 4，B， 有 | 
(A+B)*=Ar+B (modp). 


证 明 (9)4=0 或 k=p 时 ， (2] = 1 因此 有 意义 的 问题 是 上 介 于 1 和 p-1 之 间 时 会 
样 。 先 看 个 特例 ， 如 ( 5] ， 试 试看 是 怎样 的 ， 这 个 二 项 式 系数 的 公式 是 
Wri 
注意 数 7 出 现在 分 子 中 而 分 母 中 没有 7 可 以 与 分 子 中 的 7 约 去 ， 于 是 7 整除 (2]， 即 (5] 模 7 
余 0. 
这 个 想法 完全 适用 于 一 般 的 情形 , 二 项 式 系数 [等 于 


(站 = ep 
k FE (k—-1):(k-2):.…2.1 : 


于 是 ( 人] 的 分 子 中 有 一 个 P( 若 上 > 1) ， 而 分 母 中 没有 p 可 以 将 它 约 去 (车 h< 1)， 因 此 


(被 整除 ， 从 而 模 p 余 0. 
你 能 看 出 来 在 哪儿 用 到 了 p 为 素数 这 一 点 吗 ? 车 它 不 是 索 数 ， 则 有 可 能 分 母 上 某 个 较 小 


一 一 一 一 一 - .: 


2 没有 证 明 { "=0(mod 四， 你 认为 这 个 更 一 般 的 命题 成 立 吗 ? 。 
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的 数 可 以 约 去 部 分 或 全 部 的 PP。 这样， 证 明 对 合 数 就 不 成 立 了 ， 换 言 之 ， 对 合 数 n， 我 们 还 


(b) 由 二 项 式 定理 及 (a) ， 容 易 计 算 
(4 + 有 8)2 = (3) + (2)a' + (4 下 + 十 


(0 Br? + 有 4 + (a 
三 1 A? +0:A"'B+0. A B+-.+ 
0 AB'? +0,. AB’! + 1 .Br(modp) 
=A” + B' (mod p). 口 
公式 
(A+B)?=A"+B°(modp) 
是 数论 中 所 有 最 重要 的 公式 之 一 ， 它 表明 一 个 和 的 p 次 里 同 余 于 p 次 赛 的 和 利用 这 个 公式 
我 们 可 以 给 出 费 马 小 定理 的 一 个 新 的 证 明 . 你 可 以 将 这 个 证 明 与 第 9 章 中 给 出 的 证 明 进 行 比 
较 ， 每 个 证 明 都 揭示 了 这 个 基本 公式 的 不 同方 面 ， 你 最 喜欢 哪个 ? 
定理 36. 4( 费 马 小 定理 ) 设 p 为 素数 ,a 为 满足 a 才 0(mod p) 的 任 一 数 ， 则 
ar 一 三 1(modp). 
归纳 证 明 ” 先 用 归纳 法 证 明 公 式 
a 三 a(modp) 
对 所 有 数 a 都 成 立 ， 显 然 上 式 对 a =0 成 立 ， 接 下 来 假设 上 式 对 某 个 特定 的 值 a 成 立 ， 则 
(a+1)7=a +'1(mod p) 对 4 = a 和 B = 1 应 用 模 p 二 项 式 定理 ， 
=a + 1(modp) 由 归纳 假设 a? = a( mod p). | 
a 三 a(mod p) 
的 归纳 证 明 . 这 意味 着 p 整除 a? -a， 因 此 
p 整除 o(a 一 - 1). 
因为 由 假设 p 不 整除 a。， 故 可 得 , 
a… = 1(mod p), 
这 就 完成 了 费 马 小 定理 的 证 明 . ， 口 


习题 
36.1 计算 下 述 各 二 项 式 系 数 . 
(人 co 人 (ao 人 o( Cd)(297 


36.2 利用 公式 [ 让 条 也 7 证明 加 法 公式 


£) A (nk 
(ss) 


ee: 
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36.3 ”如 果 将 帕斯卡 三 角形 中 的 一 行 相 加 


下 让 /nn WY 7RTY yy 条 n 
we - (ot (lol te el 
得 到 的 值 为 多 少 ? 计算 出 几 个 值 ， 提 出 一 个 猜想 ， 并 证 明 你 的 猜想 是 对 的 . 
36.4 “如果 用 公式 
(= n(n—-1)(n -2).(n-k+1) 
天 kl a 


定义 二 项 式 系数 ( %)， 那么 只 要 上 为 非 负 整数 ， 二 顺 式 系数 对 任意 的 n 都 有 意义 . 


(办 求 出 ( 人) 的 简化 公式 ， 并 证 明 它 是 正确 的 . 


Gb) 求 出 (一) 的 公式 ， 并 证 明 它 是 正确 的 . 


36.5 ”本题 以 一 些微 积分 的 知识 为 前 提 . 车 n 为 正 整数 ， 则 在 (4+8)" 的 公式 中 取 A=1，B =x 得 
(1 +x)” = (0)+ (7)* + (2 + (3)* 十 十 术 " jc 十 (2)*" 
在 上 一 道 习 题 中 我 们 注意 到 ， 即 使 n 不 是 正 整 数 ， 二 项 式 系数 (4) 仍 有 意义 . 假定 ”不 是 正 整数 ， 
证 明 当 * 满足 1 x1 <1 时 无 穷 序列 


收 全 到 (1 +x)". 
36.6 我们 证 明了 如 果 p 为 素数 且 1<k<p -1， 则 二 项 式 系数 ( 4] 补 p 整除 . 


(a) 找 一 个 例子 使 4, 为 整数 ， 且 1<hk<n-1， 但 (不 被 a 整除 . 
(b) 对 每 个 合 数 n=4, 6, 8，10，12 和 14， 计算 (%) 模 n(1<h<n-15， 指出 哪些 模 n 为 0. 


(Ce) 根据 (b) 中 的 数据 狂想 什么 时 候 二 项 式 系数 ( 4] 彼 n 整除 . 


(qd) 证 明 (c) 中 所 做 的 猜想 是 正确 的 . 
36.7 (a) 选 定 一 些 素数 p 和 整数 0<k<p -1， 计算 


(en 


“的 值 ， 并 对 它 的 值 作 一 猜想 ， 证 明 你 的 猜想 是 正确 的 . 
(b) 对 
(= (moa p) 
的 值 求 出 一 个 类 似 的 公式 . 
36.8 我们 证 明了 (4 +8)? 二 A? +B?(mod p). 
(a) 将 这 个 结果 推广 到 n 个 数 的 和 的 情形 ， 即 证 明 . 
(4 + A +A + +A.) A tA tA + +Ar(modp). 
(b) 对 应 的 溢 法 公式 
(4 A :AyeiA)? 4(modPp) 
成 立 吗 ? 证 明 该 公式 成 立 ， 或 举 出 一 个 反例 . 
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1202 年 ,比萨 的 莱 奥 纳 多 (Leonardo of Pisa， 也 以 菜 奥 纳 多 ， 斐 波 那 契 ( Leonardo 
Fibonacci) 闻名 于 世 ) 出 版 了 他 的 《珠算 原理 》( Liber Abbaci) ， 这 是 实用 数学 方面 一 本 有 深远 
影响 的 书 ， 在 这 本 书 中 ， 莱 奥 纳 多 将 优美 的 印度 /阿拉 伯 数 字 系 统 (数字 1，2,，…，9 和 符号 
0) 介 绍 给 了 欧洲 人 ， 这 之 前 欧洲 人 一 直 在 用 罗马 数字 费力 地 做 着 计算 ., 莱 奥 纳 多 的 书 也 包 
含 下 面 这 个 奇怪 的 兔子 问题 . | 

第 一 个 月 ， 有 一 对 幼 免 ， 一 个 月 后 它们 长 大 了 ， 下 一 个 月 ， 这 对 长 大 的 兔子 生 下 

了 一 对 幼 免 ， 于 是 现在 有 一 对 长 大 的 兔子 和 一 对 幼 免 ， 此 后 的 每 一 个 月 ， 每 一 对 长 大 

的 兔子 都 会 生 下 一 对 幼 免 ， 每 一 对 幼 免 都 会 长 大 ， 到 年 底 一 共 会 有 多 上 少 对 兔子 ? 


月 

1 作 
| 

2 < 
一 一 一 一 一 一 

3 Ca Ce 上 
一 = | 

+03 a 局 
上 一 一 一 | 上 一 一 一 


点 1 1 
a 
sa 人 Aa Na 
图 37.1 斐 波 那 契 兔子 (每 个 兔子 图 像 代 表 一 对 兔子 ) 
图 37. 1 列 出 了 前 几 个 月 兔子 的 繁殖 情况 ， 图 中 的 每 个 兔子 图 像 都 代表 一 对 兔子 ， 如 果 令 
下 ,= 个 月 后 兔子 的 对 数 ， 
并 且 如 果 记 住 每 个 月 幼 免 都 会 长 大 而 每 个 月 长 大 的 兔子 又 会 生 下 一 对 新 的 幼 免 ， 我 们 就 可 以 
计算 出 每 个 月 兔子 的 对 数 ( 幼 免 和 成 年 免 )， 于 是 局 =1( 一 对 幼 兔 )，F, =1( 一 对 成 年 免 )， 
F =2( 一 对 成 年 兔 加 上 一 对 新 的 幼 兔 ) ，F, =3( 两 对 成 年 兔 加 上 一 对 新 的 幼 兔 )， 如 此 继续 
下 去 ， 就 会 得 到 | 
F, =0 对 成 年 兔 +1 对 幼 兔 =1 对 
Pa =1 对 成 年 兔 +0 对 幼 兔 =1 对 
让 =1 对 成 年 金 +1 对 幼 锡 =2 对 
到 =2 对 成 年 兔 +1 .对 幼 兔 =3 对 at 
F =3 对 成 年 免 +2 对 幼 锡 =5 对 
Fs =5 对 成 年 侈 +3 对 幼 兔 =8 对 
局 =8 对 成 年 兔 +5 对 幼 免 =13 对 " 
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,=13 对 成 年 免 +8 对 幼 兔 =21 对 
F, =21 对 成 年 兔 +13 对 幼 兔 =34 对 
Pi。=34 对 成 年 免 +21 对 幼 兔 =55 对 
Fi =55 对 成 年 兔 +34 对 幼 兔 =89 对 
,=89 对 成 年 免 +55 对 幼 兔 =144 对 
Fi =144 对 成 年 免 +89 对 幼 兔 =233 对 
这 就 回答 了 斐 波 那 契 的 问题 .在 这 年 的 年 底 ( 第 12 个 月 过 完 ) 共 有 233 对 人 兔子. 由 斐 波 那 契 
兔子 问题 产生 的 斐 波 那 契 序列 
下 
引起 了 人 们 的 兴趣 2 ， 从 13 世纪 持续 到 今天 . 
假设 我 们 想 列 出 第 12 个 月 后 面 的 斐 波 那 契 数 已 .看 看 上 面 的 列表 ， 就 会 明白 每 个 辈 波 
那 契 数 只 是 它 前 面 两 个 斐 波 那 契 数 的 和 .表示 成 公式 为 
F, = 下 十 下 -2 
注意 ， 这 不 是 真正 的 已 , 的 公式 ， 因 为 它 没有 直接 给 出 F, 的 值 ， 而 是 给 出 了 一 个 如 何 由 前 面 
的 斐 波 那 契 数 计算 第 ”个 斐 波 那 契 数 的 规则 ， 这 种 规则 的 数学 名 称 是 递归 或 递归 公式 . 
利用 书 , 的 递归 公式 可 以 得 到 F, 值 的 表 . 


斐 波 那 契 数 看 起 来 增长 得 非常 快 ， 事 实 上 ,第 31 个 斐 波 那 契 数 已 经 大 于 一 百 万 了 ， 
F, =1346269; . \ 259 
45 个 月 后 ( 少 于 4 年 )， 
F,s = 1 134 903 170, 
我 们 有 超过 十 亿 对 兔子 ! 下 面 来 看 看 斐 波 那 契 数 到 第 200 个 之 前 会 变 得 多 大 : 


合 ”甚至 有 本 杂志 叫 《 斐 波 那 契 季刊 》， 它 创办 于 1962 年 ， 致 力 于 研究 斐 波 那 契 数列 及 其 推广 . 
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Fo =1548008755920  ， 

F,, =1 304 969 544 928 657 

Fs =1 100 087 778 366 101 931 

Fos =1 500 520 536 206 896 083 277 

Pi =1 264 937 032 042 997 393 488 322 

F's =1 066 340 417 491 710 595 814 572 169 

Fiss =1 454 489 111 232 772 683 678 306 641 953 

Fs = 1 226 132 595 394 188 293 000 174 702 095 995 

Fi,s =1 033 628 323 428 189 498 226 463 595 560 281 832 

Fiss =1 409 869 790 947 669 143 312 035 591 975 596 518 914. 

数论 几乎 全 都 是 关于 模式 的 ， 但 怎样 才 有 可 能 在 增长 如 此 迅速 的 数 中 找到 一 种 模式 呢 ? 
我 们 能 做 的 是 去 发 现 究竟 斐 波 那 契 数 增长 得 有 多 快 . 例如 ， 每 个 斐 波 那 契 数 比 它 的 前 一 个 数 
大 多 少 ? 这 可 以 用 比 F,/F,, 来 衡量 ， 因 此 我 们 计算 了 前 面 几 个 值 . 


F,/F, = 2.00000 Fu/F,, = 1.61818 
,FE,/F, = 1.50000 Fs/Fi, = 1.617 97 
Fs/F, = 1.666 66 Fis/F, = 1.61805 
Fo/F, = 1.60000 局 AP = 1.61802 
F,/F, = 1.625 00 Fis/F, = 1.61803 
F/F, = 1.615 38 Fis/F,s = 1.61803 
F,/Fs = 1.61904 Fi,/Fi, = 1.61803 
Fio/F, = 1.617 64 Fs/F, = 1.618 03 


看 上 去 比值 F,/F,., 越 来 越 接 近 于 某 个 1.618 03 左右 的 数 . 要 确切 地 猜 出 这 个 数 非常 困难 ， 
所 以 我 们 来 看 看 能 不 能 把 它 算出 来 . 
最 后 这 张 图 表 暗 示 局 近似 等 于 aF,.,， 其 中 a 是 某 个 固定 的 数 ， 我 们 不 知道 它 的 值 . 
于 是 可 记 
FF, = aF,, 


其 中 “~ "号 表示 “近似 等 于 "， 同 理 ， 


将 它 代 入 ,二 aF,.1 可 得 
, F, ~ ao 有 ~ oF,.,. 
因此 我 们 猜想 书 ,= ao F,_, 且 已 一 aP as， 由 斐 波 那 契 递归 公式 F, = FF,_, +,_, 可 得 | 
oF ~ QaF,, + F,,. 
上 式 除 以 ,_, 并 把 所 有 的 项 移 到 一 边 得 到 方程 
a -ag-l1~0. 

我 们 知道 如 何 求 解 像 这 样 的 方程 : 利用 二 次 求 根 公 式 . 

ks 工 -下 


二 二 
“2 2 
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我 们 在 寻求 a 的 值 ， 似 乎 运气 非常 好 ， 找 到 了 两 个 ! 这 两 个 值 都 满足 方程 a =a+1， 因 此 
对 任意 的 n， 它 们 都 满足 方程 
ao = on +a". " 
这 看 起 来 很 像 波 那 回 递归 公式 =,_1+F,_2， 换 言 之， 如 果 对 上 面 列 出 的 两 个 a 值 之 一 
令 G6.=a”, 则 G6,=G,.1+G,-2. 
事实 上 ， 如 果 同 时 利用 两 个 值 


1+Y5 和 1 -5 


2 4 


we 
并 令 
H, = ciel + caaa 
我 们 能 得 到 更 好 的 结果 .于 是 
Hi +H,, =(ca! +eoar') + (ca +c ) 

=o (a + al) + ea(o + oi¥) 

=cial + Cay 

=H, 
因此 及 , 满足 和 斐 波 那 契 序列 一 样 的 递归 公式 ， 我 们 可 以 自由 地 选取 想 要 的 c, 和 c, 的 值 . 

现在 的 想法 是 选取 c 和 c, 使 得 及 序列 和 斐 波 那 契 序 列 有 相同 的 初始 项 换言之 ， 我 们 

想 选 取 c, 和 e, 使 得 


并 
有 
局 
1 
四 
ey 
Hl 
wl 
1 


这 意味 着 需要 求解 


clal tc =1 和 cal +coas = 1 
( 记 住 w 和 us 是 特定 的 值 . ) 这 两 个 方程 很 容易 解 ， 例 如 ， 第 二 个 方程 碱 去 第 一 个 方程 的 a 
倍 可 得 
ca -caias =1-a 从 而 c= es 
0 ~ od 
将 w = 工 + 业 和 ws =13 监 代入 最 后 一 个 表达 式 可 以 求 出 它 的 值 ， 但 还 是 巧妙 一 点 ， 利 用 公 
式 w+ mw =1 和 a - mu =V5 来 计算 比较 好 ， 根 据 这 两 个 公式 ， 


， 2 
l-a=a 且 a -aa =aa -a = QV5, 


于 是 


类 似 地 ， 计 算得 c, 的 值 


a: 一 QQ aa(aa -ai) V5 


我 们 的 计算 最 终 导 致 下 面 这 个 优美 的 斐 波 那 契 序列 通 项 公式 . 它 以 比 内 ( Binet) 命 名 ， 比 内 
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在 1843 年 发 表 了 这 个 公式 ,尽管 100 多 年 前 这 个 公式 已 为 欧 拉 和 伯 努 利 ( Daniel Bernoulli) 
所 知 . 
定理 37.1( 比 内 公式 ) 斐 波 那 契 序 列 F, 用 递归 公式 描述 如 下 : 
?el EE 胎 2 a 
则 斐 波 那 契 序列 的 第 症 项 可 用 公式 


Bl\ 3 2 
302] 给 出 . 
证 明 对 每 个 数 n=1, 2， 3，…, 令 
本 
我 们 将 归纳 证 明 : 对 每 个 数 n 都 有 有 ,=F,. 
首先 验证 
Ml! 
且 
a 
-+265 6 225]s .4 1 
NC 4 WY 


这 说 明 H,=F, 且 H, =F,. 
假设 n=3 且 对 每 个 介 于 1 和 n-1 之 间 的 数 i 都 有 = Fi 特别 地 ，Hi, = Fi， 
玉 ,= F,_，， 需 要 证 明 H, = 了,。 我 们 已 经 验证 了 
H, = H,., + H,.,, 


又 由 斐 波 那 契 序列 的 定义 知 
F, = Rn Ei 
因此 有 H, = 已 这 就 完成 了 对 每 个 都 有 也 = 的 归纳 证 明 . 口 
历史 插曲 数 


ls = 1.618 03.… 


被 古 希腊 人 称 作 黄金 比 ( 或 神 赐 的 比例 ) ， 他 们 
把 美感 归功 于 黄金 比 . 例如 ， 有 人 认为 巴 台 农 
神 庙 ( 图 37.2) 的 外 观 尺 寸 是 按照 黄金 比 来 设计 
的 . 这 是 一 个 边 为 黄金 比 的 小 矩形 己 ]， 这 是 一 
个 大 一 点 的 矩形 | |. 你 发 现 这 些 矩 形 的 比例 
令 眼 睛 特别 舒服 了 吗 ? 图 3752 ， 巴 台 农 神 证 


裴 波 那 契 兔子 问题 与 线性 递 妇 序列 799 


斐 波 那 契 序列 是 线性 递归 序列 的 一 个 例子 ， 这 里 的 线性 是 指 序列 的 第 壮 项 是 前 面 几 项 的 
线性 组 合 ， 下面 是 其 他 一 些 线 性 递归 序列 的 例子 : 


A, = 34A,., + 104,., A1=1 Ah,=3 
, = 2B,., - 4B,., B =0 B,=-2 
C, =4C.,-C，-6C0,， C=0 Cc,=0 Cs = 1 


用 以 导出 关于 第 二 个 斐 波 那 契 数 的 比 内 公式 的 方法 经 过 必要 的 调整 8S 可 用 来 寻求 任 一 线性 递 
归 序列 的 第 ”项 的 公式 ， 当 然 ， 并 非 所 有 的 递归 序列 都 是 线性 的 ， 下 面 是 一 些 非 线性 递归 序 
列 的 例子 : | 
D, = D,, +.D:, D, =1 D, =!1 i 
E, = EE,,+E,, El=1  E,=2 E,=1 
一 般 来 讲 ， 非 线性 递归 序列 的 第 n 项 没有 简单 的 表达 式 ， 这 并 不 意味 着 非 线性 递归 序列 没有 
意思 (恰恰 相反 ) ， 但 表明 对 它们 的 分 析 比 对 线性 递归 序列 要 难得 多 ， 
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如 果 对 斐 波 那 姜 序 列 中 的 数 模 mm 简化 会 怎样 呢 ? 和 由 于 只 有 有 限 风 个 模 m 不 同 的 数 ， 故 
模 m 后 的 值 不 会 变 得 越 来 越 大 ， 和 往常 一 样 ， 先 计算 一 些 例子 . 
下 面 是 对 最 初 几 个 m 值 辈 波 那 契 序列 模 m 后 的 情形 . 


F,(mod2) 1, 1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0.. 

F(mod3) 1,1,2,0,2,2,1,0,1,,1,2,0,2,2,1 

F(mod4) 1,1,2,3,1,0,1,1,2,3,1,0,1,1,2.. ， 

F.(mod5) 1, 1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1,0,1,1,2. 
F,(mod6) 1, 1,2,3,5,2,1,3,4,1,5,0,5,5,4,3,1,4,5,3,2,5,1,0, 


1, 1, 2, 3.… 
注意 在 每 一 种 情形 下 斐 波 那 契 数列 最 后 都 开始 循环 ， 换 言 之 ， 当 计算 斐 波 那 契 序列 模 m 时 ， 
最 后 总 会 发 现 两 个 连续 的 1 出 现 ， 然 后 序列 开始 循环 . (我 们 将 这 种 情况 总 会 发 生 的 证 明 留 
作 习 题 . ) 于 是 ， 存 在 整数 N>1 使 得 。 

Fw = FP(mod m) ”对 所 有 的 n = 1,2，… 
最 小 的 这 样 的 整数 N 叫做 斐 波 那 女 序列 模 普 的 周期 ， 记 为 N(m)， 由 前 面 的 例子 可 得 如 下 
简 表 : ee 


斐 波 那 契 序列 模 m 的 周期 呈现 出 许多 有 趣 的 模式 ， 但 这 个 表格 太 短 了 ， 不 能 用 来 提出 
猜想 ，m 声 100 时 的 周期 N(m) 列 在 表 37.1( 第 201 页 ) 中 ， 习题 37. 11 ~ 37. 14 要 求 利 用 这 个 


日 ”相应 的 拉丁 术语 为 mutatis mutandis， 意 指 必 要 的 调整 相对 较 小 . 


304 
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列表 找 出 模式 ， 提 出 猜想 并 证 明 你 的 (一 些 ) 猜想 是 正确 的 . 


习题 
37.1 (a) 观 察 韭 波 那 契 数 表 ， 对 各 种 m 和 的 取 值 比较 下, 和 FF, 的 值 ， 试 找 出 一 种 关系 . (提示 : 寻找 整 
| 除 关 系 . ) vr ， 

(b) 证 明 (a) 中 找到 的 关系 成 立 . 


(e) 若 gcd(m，n) =1， 试 找 出 关于 Ff, ,FF,， FF 的 更 强 的 关系 . 
(d) 若 ged(m， 由 关 1，(e) 中 我 到 的 关系 还 成 立 吗 ? 
(e) 证 明 (e) 中 找到 的 关系 ， 
37.2 (a) 尽 可 能 多 地 找 出 斐 波 那 契 平方 数 ， 你 认为 有 有 限 多 个 还 是 无 限 多 个 斐 波 那 契 平方 数 ? 
(b) 尽 可 能 多 地 找 出 辈 波 那 契 三 角 数 ， 你 认为 有 有 限 多 个 还 是 无 限 多 个 斐 波 那 契 三 角 数 ? 
37.3 (a) 列 出 是 素数 的 韭 波 那 契 数 . 
(b) 利用 你 的 数据 填空 来 作 一 个 有 趣 的 猜想 


车 Ff 为 素数 , 则 rn 1. 
(提示 : 事实 上 ， 你 的 猜想 应 当 是 一 个 有 一 个 例外 的 正确 命题 . ) 
(c)(b) 中 的 狂想 反 过 来 成 立 吗 ? 即 下 述 命题 是 否 为 真 ， 其 中 的 空 和 (b) 中 一 样 . 


车 n[  ], 则 书 为 素数 . 
(dd) 证 明 (b) 中 的 猜想 是 正确 的 . 
37.4 卢 卡 斯 序列 中 的 数 天 这 样 给 出 : =1, b=3, L=L, +L, ， 
(a) 写 出 卢 卡 斯 序列 的 前 10 项 . : 
(b) 求 一 个 五 的 简单 公式 ， 类 似 于 斐 波 那 契 数 F, 的 比 内 公式 . Ci 
(c) 对 每 个 1<n<10 计算 成:-5F 的 值 ， 对 这 个 值 作 一 猜想 并 证 明 其 正确 性 : 


(4) 证 明 对 所 有 的 m， 忆 和 忆 . 都 是 偶数 ， 连 同 () 中 发 现 的 公式 ， 求 数 洲 ( 了 双 ， 卫 各 .满足 的 一 


个 有 趣 的 等 式 ， 将 你 的 答案 与 第 30 和 32 章 的 内 容 联系 起 来 ， 
37.5 写 出 下 述 各 线性 递归 序列 的 前 几 项 ， 找 出 类 似 于 第 "个 斐 波 那 契 数 的 比 内 公式 的 通 项 公式 ， 必须 对 


前 几 个 值 验证 公式 的 正确 性 . 
(a)A, =34。， +10A,.2 A=i A,=3 : 
(b)B, =2B,., -4B。， Bi=0 B,=-2 
(ce)C,=4C, -Ca -6C.， C=0 C=0 C=1 


(提示 : (b) 要 用 到 复数 . (ce) 中 三 次 多 项 式 有 小 的 整数 根 . ) 。 
37.6 设 P, 为 如 下 定义 的 线性 递归 序列 : 2 
Pp, =P,, +4P,, -4P,;, Pl,=1, P,=9, P=1. 
(a) 写 出 P, 的 前 10 项 . 
(b) 这 个 序列 表现 得 奇怪 吗 ? 
(ec) 求 一 个 类 似 于 比 内 公式 的 P， 的 公式 ， 你 求 出 的 P, 的 公式 解释 了 在 (b) 中 注意 到 的 P, 的 奇特 性 
了 吗 ? 
37.7 (这 个 问题 需要 一 些 基 本 的 微 积分 知识 . ) 
(a) 求 极限 
lim 


log(F.,) 
es 
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这 里 F, 是 第 个 斐 波 那 契 数 ， 1 
(b) 求 lim (log(4,))/n， 其 中 4, 为 习题 37.5(a) 中 的 序列 . 
(0) 求 lim(log( 1 B,1 ))Ln， 其 中 B, 为 习题 37.5(b) 申 的 序列 . 
(qd) 求 lim(log(C.))/n， 其 中 C. 为 习题 37.5(c) 中 的 序列 ， 
37.8 写 出 下 述 各 非 线 性 递归 序列 的 前 几 项 . 人 在 列 出 的 项 中 ， 你 能 找到 一 


些 模式 蚂 ? 
(a)D. =D. 1+D’. 五 =1 D,=1 
(b)E, =E, ee ,=1 BEBE=2 Ezl 


37.9 ”我们 已 经 说 过 ， ee 总 会 从 两 个 连续 的 1 开始 循环 ; 但 没有 对 其 证 明 ， 你 认为 
这 是 显然 的 吗 ? 如 果 是 ， 为 什么 ? 如 果 不 是 ,证 明 这 个 结论 成 立 或 举 出 一 个 反例 . 
37.10 令 NW=N(m) 为 斐 波 那 契 序列 模 m 的 周期 . 
(a)Pv 模 m 等 于 多 少 ? F,_, 模 m 等 于 多 少 ? 
(b) 对 一 些 m， 按 道 序 写 出 斐 波 那 契 序列 模 m 的 值 ;: 
FosPy2s Fw ,Fs ,PF,,F (mod m), 
并 从 中 寻找 模式 . (提示 ; 如 果 某 些 模 m 后 的 值 取 在 -m 和 -1 之 间 而 不 是 1 和 m 之 间 ， 那么 
模式 会 比较 明显 . ) 
(c) 证 明 (b) 中 找 出 的 模式 的 正确 性 . 
37.11 表 37.1 中 的 数据 显示 ， 如 果 则 斐 波 那 契 序列 模 n 的 周期 N(m) 总 是 偶数 .证 明 这 个 结论 正 
确 或 举 出 反例 . 


表 37.1 斐 波 那 契 序列 模 m 的 周期 NI m) 


m 
1 

2 
3 

4 
5 
6 
8 
9 


37.12 令 N(m) 为 斐 波 那 契 序列 模 m 的 周期 . 
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308 


309 
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37. 14 
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(a) 利 用 表 37.1， 对 各 种 m ，m 的 值 ， 尤 其 是 ged(m,，m:j =1 时， 比较 NN(m,),N(m,) 和 
N(m,m, ) 的 值 . 
(b) 当 m,，m, 满足 gcd(m,，m,) =1 时 提出 一 个 关于 N(m,)，N(m,) 和 NN(m,m,) 的 猜想 . 
(e) 根 据 你 在 (b) 中 的 猜想 推测 N(5184) 和 N(6887) 的 值 ，( 提 示 : 6887 =71 . 97: ) 
(4) 证 明 (b) 中 的 猜想 是 正确 的 
令 N(m) 为 斐 波 那 契 序列 模 m 的 周期 . 
(a) 利 用 表 37. 1， 对 各 素数 p 比较 W(p) 和 N(Pz) 的 值 
(b) 当 pp 为 素数 时 提出 一 个 关于 N(p) 和 N(zP:) 的 值 的 猜想 . ， 
(c) 更 一 般 地 ， 提 出 一 个 关于 N(p) 和 所 有 更 高 塞 次 N(P) ;NW(p?)，N(p*)，… 的 值 的 狂想。 ， 
(d) 根 据 (b) 和 (ej) 中 的 猜想 推测 N(2209) ，N(1024) 和 N(729) 的 值 ，( 提 示 : 2209 =47?.* 你 应 该 
会 分 解 1024 和 7291) 
(e) 试 证 明 (b) 和 (e) 中 的 狂想. 
设 N(m) 为 斐 波 那 契 序列 模 m 的 周期 . 
(a) 利 用 表 37.1， 列 出 当 为 素数 时 非 波 那 问 序列 模 p 的 周期 N(p). 
(b) 对 两 个 素数 ，N(p) 多 少 有 点 例外 ， 其 中 一 个 是 p =2( 和 往常 一 样 )、 找 出 另 一 个 例外 的 素数 ， 
并 说 明理 由 . 
(c) 还 没有 已 知 的 N(p) 的 精确 公式 ,但 是 有 许多 整除 模式 ， 例 如 ， 根 据 辫 中 的 五 个 什 
N(11) = 10, N(31) = 30, N(41) = 40， N(61) = 60, N(71) = 70， 
我 们 或 许 会 猜测 只 要 p=1(mod 10)( 即 只 要 p 的 最 后 一 位 数字 是 1), 则 N(p) =p -1， 不幸 的 
是 ， 这 个 猜测 不 对 ， 因 为 列 出 更 大 的 素数 时 ,会 发 现 、 
N(101) = 50,N(131) = 130,N(151) = 50,N(181) = 90,N(191) = 190 
N(211) = 42,N(241) = 240,N(251) = 250,N(271) = 270,N(281) = 56 
1 N(311) = 310,N(331) = 110,N(401) = 200,N(421) = 834,N(431) = 430. 
但 我 们 注意 到 N(p) 似 乎 总 是 整除 p - 1， 试 找 出 其 他 类 型 的 索 数 ( 即 最 后 一 位 数字 不 是 1 的 索 
数 ) 满 足 的 类 似 的 整除 模式 ， 它 有 助 于 扩充 (a) 中 的 列表 ， 特 别 是 当 你 借助 于 计算 机 的 时 候 . 
(qd) 证 明 (c) 中 的 模式 : 车 p=1(mod 10)， 则 N(p) 整 除 p -1. (提示 : 这 是 道 难题 ， 一 种 证 明 方法 
是 利用 第 ”个 斐 波 那 契 数 的 比 内 公式 ， 但 首先 需要 找 一 个 数 模 上 来 取代 V5， 还 要 用 到 费 马 小 
定理 . ) 
斐 波 那 契 数 满足 许多 奇怪 的 恒等式 ， | 
(a) 对 前 面 几 个 整数 mn=2， 3，4，… 计 算 无 ,, - 互 .| 的 值 ， 试 猜 出 它 的 一 般 值 . (提示 : 它 等 于 一 个 
斐 波 那 契 数 . ) 证 明 你 的 猜想 成 立 . 
(b) 对 局 ,+ 下- ，， 回 答 同 样 的 问题 (提示 相同 ). 
(c) 对 已 ,已 - 天， 回答 同样 的 问题 (但 提示 不 同 ). 
(49) 对 4F,F,, + 所 .,， 回 答 同 样 的 问题 。( 提 示 ; 与 斐 波 那 契 数 的 平方 作 比 较 . ) 
(e) 对 天 -4 下 -19 收 ,， -4 玉 ， + 局 ， 回 答 同 样 的 问题 . 
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委 久 前 s 才 们 各 得 到 了 前 4 个 数 之 和 的 公关 :， 


ee = et = 


这 是 一 个 非常 漂亮 而 且 完全 精确 的 公式 ， 得 在 有 些 情况 下 ， 我 们 宁愿 公式 更 简单 ， 基 至 以 失 
去 某 种 精确 性 为 代价 ， 于 是 ， 我 们 可 以 说 4 + 2 +… +n 近似 等 于 二 睡 ， 因 为 当 很 大 时 了 性 


比方 n 大 得 多 . ( 


类 似 地 ， 前 a 个 平方 数 的 和 有 精确 的 公式 ， 


I? +2 + + (n-1) +n 


石 “ 
如 果 将 右边 乘 开 ， 就 变 成 
四 人 - 由 
1?+22+. +(n-1) +n = 本 + 方 呈 二 人 


"很 大 时 ， 计 m 比 其 他 项 大 得 多 ， 因 此 可 以 说 +2 +3 +… + 近似 等 于 了 如果 想 更 


精确 些 ， 可 以 说 1 +22 + 十 了 与 3 的 差 大 约 是 n? 的 倍数 . 
这 种 类 型 的 近似 公式 频繁 地 出 现在 数论 以 及 数学 的 其 他 领域 和 计算 机 科学 中 . 它们 
形 如 : 
(n 的 复杂 函数 ) = (nm 的 简单 函数 ) +( 用 表示 的 误差 的 界 ). 


例如 ， 
n 的 复杂 函数 从 
nm 的 简单 函数 


在 数学 上 写 这 个 近似 公式 采用 记号 * 大 0"， 利 用 记号 “大 0"， 前 面 的 公式 可 表示 成 
1 了 2 二 (有 1) 二 和 = Es + O(n’). 
它 表示 [+2 +… + 与 了 的 差 小 于 某 个 固定 的 中 的 信 数 . 
大 0 记号 的 正式 定义 比较 抽象 ， 而 且 一 开始 会 引起 混乱 ， 但 如 果 记 住 了 例子 了 2 +22 +…+ 
必 ， 就 会 发 现 大 0 记号 没 那么 复杂 ,| 而 且 通过 一 些 练习 ， 它 会 变 得 很 自然 
定义 设 /(n)，g(n) 和 h(n) 为 函数 .公式 ， 


日 ”在 很 启 前 的 一 章 里 . 
如 ”如 果 你 做 过 习题 7.3， 人 如 果 没 做 该 习题 ， 你 会 在 第 和 2 章 中 找到 不 同方 法 的 证 明 . 
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f(n) = g(n) + O(h(n)) 
表示 存在 常数 C 和 起 始 值 mm 使 得 当 nno 时 有 
1 fl(n) ~g(n)ls< Cl h(n)l. 
也 就 是 说 ，f(n) 和 g(n) 的 差 不 超 过 有 h(n) 的 常数 倍 . 公式 nm) =g(n)+0(h(n)) 读 作 
“Km) 等 于 g(n) 加 大 0 h(n)”. 
有 时 g(n) 不 出 现 ， 这 相当 于 对 所 有 的 n，g(n) =0， 于 是 公式 -~ 
n Am) = 0(h(n)) 
表示 存在 常数 C 和 起 始 值 ,n。， 使 得 当 n=n。 时 有 
fln)ls Cc h(n)l. "1 


例如 ， 
ny = 0(2"), 
因为 Sn 二 10 时 
RR 
h(n) 为 常数 了 渔 数 即 h(n) =1 的 公式 也 很 普遍 ， 一 个 常见 的 错误 是 认为 公式 
fl(n) = 0(1) 


表示 .f(n) 本 身 是 个 常数 ， 事 实 胜 于 雄辩 ， 公 式 f(n) = 0(1) 表 示 1 f(n) | 小 于 某 个 常数 C. 


例如 ， 函 数 /(n) = 肯定 不 是 常数 ， 但 
2n+3 2 
ni2 = 0(1), 
因为 n>1 时 + 
en 
n+2 
斐 波 那 契 序列 
1,1,2,3,5,8,13 ,… 


提供 了 另 一 个 使 用 大 0 的 机 会 . 在 第 37 章 中 我 们 证 明了 第 ”个 斐 波 那 契 数 的 比 内 公式 
IIL+wYV_ 1L-Vv5T 
', 有 2 ) ( 2 )+}- 
公式 中 出 现 的 两 个 量 的 值 为 


1+ 占 - 1.618039..……, 1 = = -0.618 039.…. 


让 到 很 高 的 备 次 时 ， 它 的 值 会 非常 小 ， 而 让 :人 5 到 很 高 的 宕 次 时 ， 它 的 值 会 非常 大 ， 


因此 上 比 内 公式 的 一 个 近似 但 仍 有 用 的 表示 为 ts 
-1+T pr Ri 
F, 蔗 坊 + 0(0.613 04 ) 


日 注意 C 和 mo 的 选取 有 很 多 种 可 能 例如， 我 们 说 m =0(2")， 因 为 ml1 时 呈 三 10. 2"， 但 不 能 说 mm =0(n), 
因为 不 存在 常数 C 使 得 ”很 大 时 由 小 于 Cn?， 
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此 时 ， 误 差 项 0(0. 613.046") 实 际 上 随 着 = 越 来 越 大 在 极其 迅速 地 接近 于 零 ， 与 +2 + … + 
的 大 0 公式 相对 照 ， 后 者 的 误差 项 0(n* ) 随 着 的 增 大 而 增 大 ， 处 管 比 主 项 于 的 增长 速 


度 慢 . 
有 很 多 方法 可 以 用 来 发 现 和 证 明 大 0 公式 ， 最 有 用 的 一 种 方法 是 利用 几何 和 一 点 儿 微 
积分 ， 我 们 通过 求 
2 
的 大 .0 公式 来 说 明 几 何方 法 .我 们 知道 


+2 + tn = Fn + O(n),. 1? 


+22 + … +n = 本 +'0(n’), 


于 是 会 猜测 


ek 
1*+2:+ +n 二 = 


确实 如 此 . 
定理 38.1 给 定 轩 次 上 >1， 则 Sa 


1 k+l 人 
7 + O(n ). 


证 明 令 S(n) =1*+2*+.…+n' 表示 要 估计 的 和 ， 画 一 簇 和 矩形 ， 第 一 个 矩形 的 底 为 1， 
高 为 1; 第 二 个 矩形 的 底 为 1， 高 为 2; 第 三 个 矩形 的 底 为 1， 高 为 3， 如 此 下 去 .将 这 些 
矩形 一 个 挨 一 个 排 在 一 起 ， 就 得 到 了 如 图 38. 18 所 示 的 图 像 ， 注 意 ， 如 果 将 所 有 和 矩形 的 面积 
加 起 来 正好 得 到 S(n). 加 

与 其 精确 计算 矩形 内 部 的 面积 ， 不 如 通过 计算 一 个 简单 区 域 的 面积 来 近似 总 的 矩形 面 
积 ， 夯 曲线 y = 夫 ， 那 么 ， 和 矩形 正好 位 于 曲线 下 方 ， 如 图 38. 2 所 示 ， 既 然 在 图 38. 2 中 答 形 
在 曲线 y =x* 的 下 面 ， 和 矩形 内 部 的 面积 就 要 小 于 曲线 下 方 区 域 的 面积 . 


! 


1*+2:+3:+.+n: = 


图 38. 1 ”面积 之 和 为 1* #2%4+… + 4 ,图 38.2 曲线 下 方 的 面积 大 于 
的 矩形 矩形 的 面积 
换言之 ， 根 据 图 像 可 以 得 到 
A +t + 
担 ” 注 意 ， 为 了 让 图 适合 页 面 的 大 小 ,我 们 没有 按 正确 尺寸 画图 38. 1 中 的 矩形 ， 所 以 这 幅 图 只 是 用 来 帮助 理解 一 


般 的 思想 .你 可 以 用 适当 的 尺寸 自己 作 图 ， 比 妨 对 上 =2， 但 要 准备 好 用 一 张 非常 大 的 纸 1 
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.1 +2 .+… + = ( 答 形 的 面积 ) < (曲线 y = x*(1 和 x < 和 4) 下方 的 面积 ). 
利用 基本 的 微 积分 知识 可 以 计算 曲线 下 方 的 面积 . 


(曲线 y = x*(1 < x < n+1) 下 方 的 面积 ) =| wdx 


了 党 xX! My ee k+l _ 
= 疡 了 | a ey 
于 是 有 上 界 
Dt tn nt). i 
(我 们 略 去 了 右边 的 二 1， 因为 保留 -1 只 是 给 出 了 稍 强 


的 估计 . ) 
类 似 地 ， 如 果 将 矩形 向 左 平移 一 个 单位 ， 则 和 矩形 完 
全 覆盖 了 曲线 y =x*(0<x<n) 下 方 的 区 域 ， 如 图 38.3 
所 示 . 这 就 是 说 矩形 的 面积 大 于 曲线 下 方 那 部 分 的 面积 ， 图 38.3 曲线 下 方 的 面积 小 于 
于 是 得 到 相应 的 下 界 和 矩形 的 面积 
1 +2*+… +n =( 和 矩形 的 面积 ) 
> (曲线 y = x**(0 < x < n) 下 方 的 面积 ) 


n 时 
= | xidx 
wt 
k+l1lo 
下 1 +E 
rl \ 
把 上 界 和 下 界 合 到 一 起 ， 得 
1 k+1 a k | 癌 2 k+l 
Fr” <1 +2 + +n < Frit*+l) 
上 +1 1 
减 去 FT 可 得 
Pe 1 avi 1 k+l [5] 
0<(1 +2 + +n) Fi" < Fri((r+1) ri (We 


我 们 要 证 明 上 界 不 太 大 ， 为 此 ，, 刹 用 (n+1)**! 的 二 项 式 展开 式 (第 36 章 ) 


(n +1) = pt ei A a + (“iat ee 
1 - 2 k FF k+l1 


其 中 的 关键 是 最 大 的 项 w“' 和 所 有 关于 n 的 更 低 知 次 的 其 他 项 ， 所 以 ， 


(n+1) nt = [A es + (“+ )a+t (rt)) 
1 2 k k+l1 


a) ee) 


= (有 关上 的 菜 个 式 于 ) . 叶 


将 这 个 估计 与 前 面 得 到 的 不 等 式 ( * ) 联 立 可 得 
1 
+ 1 


| 
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ne <( 有 关上 天 的 某 个 式 子 ) 性. 


“0< (+2 + + nn ) -7 


当然 ,，“ 新 的 式 子 " 等 于 乘 以 “ 旧 的 式 子 "， 但 不 论 哪 种 情况 ， 它 都 只 与 有 关 而 不 依赖 


于 n， 这 就 证 明了 
1 '! 


[和 Ptrl + O(n’), 


k+l1 。 
事实 上 它 还 证 明了 更 强 的 结论 ， 因 为 它 表 明 大 次 寡 的 和 1 +24+… +m 总 是 严格 大 于 ”G1 本 
一 jn"'， 定 理 证 毕 ; | 口 
描述 计算 所 花 的 时 间 


记号 大 0 常用 于 描述 用 一 种 特定 的 方法 进行 某 种 计算 需要 的 时 间 ， 例 如 ， 给 定 整数 a 
和 模 m， 要 对 某 个 很 大 的 指数 n 计算 ec " (mod m) 的 值 ， 需要 花 多 长 时 间 ? 

一 种 做 法 是 计算 | 

al 三 a(mod m) ,然后 
a; 三 Q*ai(mod m) ,然后 网 
as = b a (mod m) ,然后 ……: 
最 终 得 到 a, ， 它 等 于 a"(mod m).， 完成 计算 必须 做 nn 步 ， 其 中 每 一 步 都 包含 一 次 乘法 和 一 次 
模 m 运算 . 假设 每 一 步 都 要 花 大 约 固 定 的 一 段 时 间 ， 则 总 的 时 间 是 n 的 常数 倍 ， 所 以 ， 这 
种 方法 的 运算 时 间 是 0(n) 

当然 ， 没 有 人 会 在 读 过 第 16 章 后 还 用 这 个 效率 极 低 的 方法 计算 o (mod m). 用 逐次 平 
方法 计算 a"( mod my) 要 快 得 多 ， 如 第 16 章 中 所 述 ， 逐 次 平方 法 分 三 个 部 分 : 

1. 将 nn 表示 成 2 的 具 次 的 和 (二 进 制 展 开 ) 

n=u+t+uw 2+u 4+2 .8+ +u,*2', 
其 中 必 =1 且 每 个 到 等 于 0. 或 工 
2. 生成 一 组 值 
A, = a,A, = Ai(mod m),A, = 43*(mod m), 
4， = Ai(mod m),*…,A, = A (mod m). 

3. 计算 乘积 . 
A AY .AYA ( nod m). (38.1) BI7 
每 个 部 分 都 大 约 需 r 步 ， 所 以 总 的 时 间 是 7 的 常数 倍 .你 能 看 出 来 r 是 如 何 和 联系 的 吗 ? 
根据 二 进 制 展 开 式 (38. 1) ，n 至 少 为 2 ， 所 以 取 对 数 可 得 9 

> r < log,(n). 


所 以 ， 逐 次 平方 法 让 我 们 在 0(log,(n) ) 时 间 内 算出 a"(mod m). 这 个 时 间 比 0(n) 大 大 缩短 


后” 函数 log:x 是 以 2 为 底 的 对 数 函 数 . 按 定义 ，log:x 为 使 27 =x 的 y 值 . 
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了 ， 因 为 n 很 大 时 log:(n) 比 小 得 多 . 

log, (nn) 是 nn 的 二 进 制 数字 的 个 数 ， 即 当 n 用 二 进 制 表示 时 ，log, (nn) 为 表示 式 中 数字 的 
个 数 ， 类 似 地 ，logio(n) 为 n 的 十 进 制 数 字 的 个 数 ， 因 此 ， 粗 略 地 说 ，log(n) 反 映 了 下 述 各 
方面 的 信息 : - . 

。 写 下 nn 要 花 多 长 时 间 . 

。 向 另 一 个 人 描述 数 n 要 花 多 长 时 间 . 

e 向 计算 机 输入 nn 或 从 计算 机 输出 lo 
概括 地 说 ， 描 述 数 n 需要 时 间 0( log(n)). 

我 们 能 在 0(log(n) ) 时 间 内 计算 出 a"(mod m)， 真是 既 有 趣 又 有 点 令 人 人 惊奇， 因为 仅仅 
输入 数 n 就 已 经 要 花 0(log(n) ) 时 间 了 .， 逐 次 平方 法 被 称 作 要 花 线性 时 间 ， 因 为 总 的 运算 时 
间 至 多 为 输入 初始 信息 所 需 时 间 的 常数 倍 . ~ 

我 们 来 看 男 一 个 关于 两 个 4d 次 多 项 式 
F(X) = ao + QI 下 二 + CN CGC(X) = bo +hbX+ + hx 
乘积 的 问题 . 因为 有 2d +2 个 系数 ， 故 需要 0(d) 时 间 来 描述 多 项 式 ?， F(x) 和 C(z) 的 乘积 . 
由 公式 
H(X) = F(X)GC(X) = co + ol¥ + CX + + ck 
aobj + ob- + ** + ajbo 若 0<j<d 
Ps Ls be + aanban + + abe 车 d <j<2d 


给 出 ， 当 0<j<d 时 ,计算 6 需 进 行 j 次 加 法 和 j+1 次 乘法 ， 故 要 花费 时 间 0(j)， 当 d <j< 
24 时 ， 计 算 6 要 花费 时 间 0(24 -j+1)， 所 以 计算 乘积 1(X) 的 总 时 间 为 
$00) + $F 02d-)) =0| Dit Bid-i+ 0 】 


Ed d+dl_ 人 
i 
这 样 ， 计 算 F(X)G() 的 时 间 是 大 0 输入 初始 数据 所 需 时 间 的 系 方 ， 故 称 计 算 两 个 多 项 式 
的 脉 积 需 二 次 时 间 呈 . 
习题 
38.1 (a) 设 


fi(n) = gi(n) + O(h(n)), fl(n) = gan) + O(h(n)). 
证 明 


昌 ”注意 多 项 式 的 次 数 扮演 着 与 数 的 对 数 类 似 的 角色 ， 次 数 与 对 数 的 另 一 个 共同 点 为 
deg( F(X)C(X)) =deg( F(X)) +deg( G(X)), log(MN) =log(M) +log(N). 
于 是 ， 次 数 和 对 数 都 将 乘法 转化 为 加 法 . 
日 ”当然 ,我们 实际 上 是 指 这 种 计算 P(X)G( 六 的 特殊 方法 要 花 二 次 时 间 . 还 有 其 他 方法 (如 Karatsuba 乘积 法 和 快速 
傅 里 时 (Fourier) 变换 法 ) 要 快 得 多 . 这些 方法 能 在 0( dlogd) 时 间 内 将 两 个 多 项 式 相 莱 ， 因 此 只 比 线 性 时 间 稍 长 . 
当 ad 很 小 ， 比 如 d=10 或 15 时 ， 线 性 时 间 相对 二 次 时 间 的 优势 不 太 明显 ， 但 当 必 = 10 000 时 ， 就 有 很 大 的 不 同 了 . 


0 ， 


38.2 


38.3 


38. 4 


38. 5 


38.6 


38.7 
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fi(n) +f(n) = gi(n) +4 gn) + O(h(n)). 
(b) 更 一 般 地 ， 设 a,， 4 为 常数 ,证 明 
afi(n) +bf,(n) = agi(n) + bgs(n) + Olh(n)). 
(注意 ; 大 0 记号 定义 中 出 现 的 常数 C 可 以 依赖 于 常数 a 和 4b.， 唯一 的 要 求 是 对 充分 大 的 n 只 有 
一 个 固定 的 C 起 作用 . ) 
(c) 在 (b) 中 证 明 的 公式 表明 大 0 公式 (具有 相同 的 4) 可 以 相 加 、 相 减 和 数 乘 . 可 以 用 不 为 常数 的 量 
去 乘 吗 ? 换言之 , 车 /(n) =g(n) +0(h(n))， k(n) 是 n 的 另 一 个 函数 ,是否 有 
k(n)fl(n) = k(n)g(n) + O(h(n))? 
如 果 上 式 不 成 立 ， 是 否 有 
k(n)fln) = k(n)gln) + O(k(n)h(n))? 
设 
fi(n) =g(n) +O(h(n)) 和 fi(n) = gs(n) + O(h,(n)). 
证 明 
fi(n) +f(n) = gi(n) + gn) + O(max|h, (n),h,(n)|). 
下 述 哪 个 函数 为 0(1)? 为 什么 ? 


3m+17 3n* +17 3n +17 
(fn) eT (b)f(n) = (fn) = 
1 1 

(d)fln)=cos(n) (e)f(n) = 个 (Df(n) SY 


求 平方 根 的 和 的 大 0 估计 式 ， 即 在 下 面 公式 中 填空 : 

VL + +Y3 + + Wn = 广 ] 5 吓 + O(n ). 

(a) 证 明 下 面 整 数 的 倒数 和 的 大 0 估计 式 : 

1 1 1 
1 + 本 十 本 十 二 
(提示 : In(x) 是 x 的 自然 对 数 . ) 
(b) 证 明 更 强 的 命题 : 存在 常数 y 使 得 
1 + 二 + 可 + 本 + 本 + ~ + 一 = ln(n) +y+0( 二 ). 
数 y=0.577 215 664… 称 为 欧 拉 常数 ， 关 于 欧 拉 常 数 ， 人 们 知之 甚 少 .例如 ， 人 们 不 知道 y 是 不 
是 一 个 有 理 数 . 下 

鲍 勃 和 艾 丽 斯 玩 下 面 的 猜谜 游戏 ， 艾 丽 斯 在 1 和 mm 之 间 选 一 个 数 ， 鲍 勤 开 始 猜 ， 每 猜 一 次 ， 艾 丽 斯 

都 会 告诉 他 猜 没 猜 对 ， 设 G6(n) 表 示 鲍 勃 猜 出 区 丽 斯 挑 的 数 所 需 的 猜测 次 数 ， 假定 他 采用 了 最 佳 

策略 . 

(a) 证 明 G(n) =0(n). 

(b) 证 明 G(n) 不 是 O(Vn)， _ 

(e) 更 一 般 地 ， 若 G(n) =0(h(n))， 则 关于 h(n) 有 什么 结论 ? 

(d) 假设 我 们 改变 游戏 规则 ，' 鲍 勃 每 猜 一 次 数 后 ， 艾 丽 斯 都 告诉 他 猜 的 数 大 了 、 小 了 还 是 正好 ， 为 
鲍 勃 设计 一 个 方案 使 他 在 猜 对 前 的 猜测 次 数 满足 6(n) =.O(log:(n)). (提示 : 每 猜 一 次 ， 排 除 
剩余 数 的 一 半 . ) ' 

鲍 勃 知道 咽 是 个 合 数 ， 他 想 求 出 的 非 平凡 因子 ， 他 运用 了 下 面 的 方法 : 先 检查 2 是 否 整 除 n， 然 后 

检查 3 是 否 整除 n， 再 检查 4 是 否 整 除 n， 等 等 。 设 F(n) 表 示 他 找到 n 的 一 个 因子 时 总 共 进 行 的 步 

又 数 . 


(a) 证 明 F(n) =0(Vn). 


1 
5 n 


319 


320 
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(b) 假设 鲍 勤 只 检查 n 是 否 被 素数 2, 3，5，7，11:… 整 除 而 不 是 检查 每 个 数 2，3，4，5，6.…， 说 明 
为 什么 这 个 方案 可 行 ， 并 证 明 此 时 步 驶 数 P(w) 满足 P(n) = 0 全 >) 《提示 ， 要 用 素数 定理 


In(n) 
13. 1. ) 你 认为 这 个 新 的 方案 真 的 实用 吗 ? 
(e) 解 决 这 个 问题 已 有 更 快捷 的 方法 ， 比 如 二 次 簿 法 和 梢 图 曲 线 法 ， 这 些 方法 所 需 的 步骤 数 L(n) 
”满足 
Ln) = 0(e mY), 
其 中 。 为 小 常数 ， 通 过 证 明 


lim 2 一 -=0 
om 


来 说 明 这 些 方法 比 (a) 中 的 方法 快 ， 更 一 般 地 ， 证 明 即 使 分 母 上 的 V 蔡 换 成 ww， 其 中 。 >0 是 某 
个 (小 ) 常 数 ， 极 限 仍然 为 0 
(d) 现 有 的 对 大 数 n 解决 这 个 问题 的 最 快 方法 叫 数 域 幕 法 (NFS)，NFS 所 需 的 步骤 数 W(n ) 为 
M(n) = 0(ey mo) ， 
其 中 "' 是 个 小 常数 ， 对 大 数 = 证 明 函 数 W(n) 比 (e) 中 Zn) 的 大 0 估计 式 小 得 多 . 
记号 大 0 非常 有 用 ， 因 此 数学 家 和 计算 机 科学 家 设置 了 类 似 的 记号 来 描述 某 些 其 他 情形 ， 在 接 下 来 的 
几 个 习题 中 ， 我 们 介绍 其 中 的 一 些 概念 ， 并 要 求 算出 一 些 例子 
38.8 《记号 小 o) 从 直觉 上 ， 记 号 o(A(n) ) 表 示 比 h(n) 小 得 多 的 量 ， 确 切 的 定义 是 


Am) = g(n) + olh(n)) 是 指 lim 他 二 8 = 0 


(a) 证 明 n" =o(2”). ， 
(b) 证 明 2* =o(n1). 
(ec) 证 明 n! =o(2"). 
(dd) 公式 f(n) =o(1) 表 示 什 么 意思 ? 下 述 哪 些 函 数 是 o(1)? 

(GD = 二 (DA sly (Gi) fn) =2°-" 

38.9 (记号 大 人 2) 记号 大 人 与 大 0 非常 相似 ， 只 是 不 等 式 的 方向 相反 .换言之 ， 
fln) = g(n) + (h(n)) 
是 指 存在 正常 数 C 及 起 始 值 n ， 使 得 nno 时 有 
1 fl(n) - g(n) 1 Cl h(n)i1:; 

通常 g 取 零 ， 此 时 fn) =0Q2(h(n)) 指 对 所 有 充分 大 的 n 有 |1 fl(n)1 =C1 h(n)1. 
(a) 证 明 以 下 各 式 成 立 . 


(Den=Qn) (bnl = 0(2") (iii) :到 


aa 


3 


上 


= We 
(b) 车 f(n) =0Q2(h(n)),， h(n) =Q2(k(n)), 证 明 f(n) = 0(k(n)). 

(c) 若 fn) =02(h(n》)， 是 和 否 总 有 h(n) =0(f(n))? 

(d) 设 f(n) =n’ -3n* +7，d 取 何 值 时 有 f(n) =0(n’)? 

(e)d 取 何 值 时 有 Wn = 02( (log,n)")? 


日 ”提醒 : 习题 38.9 向 计算 机 科学 家 们 描述 了 2 的 含义 ， 数 学 家 们 赋予 2 不 同 的 含义 : 存在 正 数 C 及 无 穷 多 个 n 使 
得 1 fn) -g(n)1 宇 C1 h(n)1. 注意 一 个 命题 对 所 有 充分 大 的 n 成立 与 仅仅 对 无 穷 多 个 n 成立 有 着 显著 的 差别 
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(人 ) 证 明 函 数 A(n) =n .sin(n) 不 满足 Fn) =Q(Va). (提示 : 利用 狄 利克 雷 - 丢 番 图 逼近 定理 31.2 
求 满足 1p -2mg1 <1/g 的 分 数 p/g， 令 = 万 利用 * 很 小 时 sinx 守 x. ) 
38.10 (记号 大 @9) 记 号 大 @ 将 大 0 和 大 只 结合 起 来 ， 定 义 大 @ 的 一 种 方法 是 借助 于 先前 的 定义 ， 称 
f(n) = g(n) + O(h(n)), 

如 果 - = 
fln) =g(n) +0(h(n)) 有 Fn) =gn) + Q(h(n)). 
或 者 把 定义 写 清楚 ， 

fln) = g(n) + O(h(n)) 322 
是 指 存在 正常 数 C, 和 C, 及 起 始 值 mw， 使 得 n> 关 时 有 ， 
Clhln)l sl fln) -Sn)1<C ln)1， 


ly 1 
(1+ 5)= (5) 
(提示 : 当 + 很 小 时 刹 用 国 (1+4) 的 泰勒 级 数 展开 式 估计 它 的 值 . ) 
(b) 利 用 (a) 证 明 


(a) 证 明 


Inln’ -n+3|= 3ln(n) +e( 二 ). 
n 


(6) 推 广 (b) ， 并 证 明 车 太 *) 为 4 次 多 项 式 ， 则 
log! fl(n) | = dln(n) + ol( 二 ). 


(dd) 车 用 (n) =@ (WD) +O(h(n)), h(n) =g.(n) +Q(h(n)): 证 明 
fi(n) =f(n) = 8(n) + gn) + O(h(n)). 
(e) 若 fn) =@(h(n))， 是 桔 必 定 有 h(n) =@(f(n))? . 323 


! 


第 39 章 ， 连 分 数 的 混乱 世界 


“你 已 经 老 了 ， 威 廉 和 爸爸 ， 年 轻 人 说 ， 
“你 的 头发 也 白 得 差不多 啦 ， 
可 你 还 坚持 倒立 ， 
你 认为 ， 在 你 这 个 岁数 ， 这 样 合适 吗 ?” 
“年 轻 的 时 候 ， 威 廉 爸 和 爸 回答 他 的 儿子 说 ， 
“我 怕 脑 袋 会 受伤 
但 现在 我 肯定 不 会 那样 ， 
所 以 就 一 遍 一 遍 这 样 做 .| 
一 一 刘易斯 卡 洛 尔 (Lewis Caroll), 《 艾 丽 斯 漫游 奇 境 )， 由 约翰 * 丹尼尔 (John Tenniel) 
提供 插图 
著名 的 数 mn 有 无 限 不 循环 小 数 展开 式 
T = 3.141 592 653 589 793 238 462 643 3…. 
如 果 我 们 愿意 为 了 简洁 牺牲 一 点 精确 性 ， 那 么 可 写 
T = 3 +“ 多 一 点 儿 
“多 一 点 儿 "是 一 个 介 于 0 和 工 之 间 的 数 ; 我 们 将 学 习 威 廉 老 爸 ， 多 倒立 一 会 此 ， 当 小 数 
0. 141 59… 倒 过 来 时 就 变 成 了 一 个 大 于 1 的 数 的 倒数 ， 于 是 
T =3 + 0.1415 926 535 897 932 384 626 433… 


1 
ep 
0. 141 592 653 589 793 238 462 643 3… 


1 
和 7. 0625 133 059 310 457 697 930 051… 


1 
ey 7 + 0. 062 513 305 931 045 769 793 005 1… 


| 
7 一 过 9 


注意 ， 如 果 忽略 最 后 这 个 等 式 中 的 “多 一 点 儿 ”， 就 得 到 站 近似 等 于 3 + 了 即 全 中 学 里 


和 


=3 


已 经 学 过 尝 是 5 的 一 个 相当 好 的 近似 ， 
重复 这 个 过 程 ， 取 最 后 那个 等 式 中 的 “多 一 点 儿 ”， 


0. 062 513 305 931 045 769 793 005 1… = 


0. 062 513 305 931 045 769 793 005 1… 
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并 将 它 倒 过 来 ， 得 
. 15. 996 594 406 685 719 888 923 060…… 
将 它 代入 先前 的 式 子 得 到 一 个 双 层 分 数 
'T =3+ - 1 
分 数 的 最 底层 为 15. 996 59…， 非 常 接近 16， 如 果 代 之 以 16， 就 得 一 有 理 数 ， 它 十 分 接 


近 下 ， 


3 + 1 是 3 = 3. 141 592 920 353 982 300 884 955 7….. 
7+ 16 
355 i J 
分 数 于 3 与 7 的 前 6 位 小 数 相同 . 
继续 进行 ， 计 算 
EO 
0:996.594.408.085 719.888 923000%" = 1.003 417 231 013 372 603 464 146 8… 
得 到 三 层 分 数 
T=3+ er 
1 
了 + 1 
15 + 1 +0.003 417 231 013.372 603 464 146 8… 
然后 


1 


0. 003 417 231 013 372 603 464 146 8… = 297 634 591 O14 395 477 378 5371 77. 


又 将 分 数 增加 了 一 层 ， 


T=3+ 
7 + 


15 + 1 


2 1 
292 + 0. 634 591 014 395 472 378 571 77… 


现在 来 看 看 如 果 让 最 后 一 个 分 母 约 等 于 293 会 怎样 ， 我 们 得 到 有 理 数 


3 4 


一 一 
T04348 
1 = = 21 421 044 708 715 9…. 
15 + ; 33315 = 3.1415926539 0 159 
1 + F393 
104 348 了 
因此 分 数 33315 与 T 的 前 9 位 小 数 相同 . 


9 位 小 数 有 多 精确 ? 假设 给 定 了 地 球 离 太阳 约 145 000 000 公 里 ， 要 利用 公式 。 


全 ”好 吧 ， 好 吧 ， 你 提醒 我 地 球 的 轨道 是 一 个 椭圆 ， 而 不 是 圆 . 因此， 我 们 实际 上 正在 计算 的 是 一 个 看 不 见 的 、 半 
径 约 为 145 000 000 公里 的 圆 的 周 长 . 


325 
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周 长 = 2 xTx 半 径 
代替 mn， 则 周 长 的 误差 为 十 分 之 一 公里 不 到 一 点 儿 . 


33 215 
所 以 ， 除 非 测 量 地 球 到 太阳 的 距离 要 精确 到 公里 ， 否 则 ~ 104 348 是 很 好 的 逼近 


33 215 
这 些 多 层 、 混 乱 的 分 数 有 个 名 称 ， 它 们 叫 
连 分 数 
通过 反复 地 将 小 数 部 分 翻 到 分 母 上 并 将 整数 部 分 分 离 ， 我 们 可 以 对 任何 一 个 数 形成 连 分 数 . 


=1.259 921.… 


计算 地 球 的 轨道 长 度 ， 如 果 用 


=1 PN 
3.847 322... 


=14—— 1! 和 P > ' 


1 
3 + TI80 189 
| 
1 
1 es 
5. 549 736.- 


1 


1 + 773230923 


1 4 
4. 526 4911.. 


39.1 V2 的 连 分 数 展 式 


图 39. 1 给 出 了 2 的 立方 根 的 连 分 数 运算 中 的 前 几 步 ， 类 似 地 ， 可 计算 VZ 的 连 分 数 
1 


* i =1+ 


和 e=2.718 281 8…( 自然 对 数 的 底 ) 的 连 分 数 
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和 


连 分 数 在 视觉 上 滑 向 右 下 方 ， 将 它们 写成 分 数 却 要 花费 很 多 的 笔墨 和 空间 ， 一 定 有 一 种 ”万 和 7 
更 简便 的 方法 用 来 描述 连 分 数 。 所 有 的 分 也 都 是 1， 故我 们 要 做 的 就 是 列 出 分 母 ， 将 连 分 数 “| 


1 
to 十 


简 记 成 
[ao ,al ,as ,as ,am…]. 
采用 这 个 新 记号 后 ， 先 前 的 连 分 数 展 开 式 (展开 得 更 多 些 ) 可 简洁 地 表示 成 
人 =[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14.,2,1,1,2,…] ， 
yp =[1,3,1,5,1,1,4,1,1,8,1,14,1,10,2,1,4,12,2,3,2,…]， 
VF =[1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,.:], 
e =[2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,1,12,1,1.,14,.…]. 
既然 已 经 考察 了 几 个 连 分 数 的 例子 ,现在 该 得 出 一 般 的 结论 了 ， 设 a 的 连 分 数 展 开 式 为 
. a= [ao,alaa, as，…]， 
我 们 已 经 看 到 ， 在 一 些 项 后 去 掉 其 余 的 项 ， 就 得 到 一 个 非常 接近 立 的 有 理 数 ，e 的 第 nn 丫 收 
全 项 为 有 理 数 


Dp, 
人 三 [ao ,a ,** ,a,] 三 Q0 ee 


它 是 由 连 分 数 展开 式 取 到 a, 得 到 的 ， 例 如 ，V2 = [1， 2，2，2，2，…] 的 前 几 个 收敛 项 为 329 
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观察 V2 的 收敛 项 列表 并 不 会 得 到 特别 的 启发 ， 但 肯定 有 助 于 指出 后 继 的 收敛 项 是 如 何 由 
先前 的 项 生成 的 .采用 符号 考察 [a。，a, ，a,，a3,，…] 比 观察 任何 一 个 特殊 的 例子 都 更 容易 
发 现 模式 . 


po _ a 
go 7 
p! _aao +1 
qi Ci 


Ps od + az +T ao 
42 ga +1 

py Qoaao + aa + aao + diao +1 
93 aaaaQi + 43 十 a) | 


注意 分 子 po, Pi, Ps, Ps3,，……. 表 39.2 给 出 了 po， P1，Ps，Ps3，Ps，Ps 的 值 . 
表 39. 2 连 分 数 [ a。，a, ，…，a,] 的 分 子 


n Pn 

po ao 

pi aiao +1 

P2 azaiao +G2 + Go 

py a3Q2G1G0 十 03G2 + ad0 + Ga0 + 1 

pa G4a3azGiao + Gad 十 G403G0 + aadiao 十 32G1G0 十 G4 十 Ga2 +ao 


asa4030204100 +G5040302 + asGadadog + ad4G1G0 叶 0502Q100 +G3GaGIa0 + as toast 了 ada +dasao tado t+aap +1 
5 50404304201 人 360 + G00 
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第 一 眼看 上 去 表 39. 2 中 的 式 子 很 可 怕 . 但 你 会 注意 到 p。 出 现在 p, 的 尾部 ，p, 出现 
在 p, 的 尾部 ，P 出 现在 ps 的 尾部 ，p; 出 现在 ps 的 尾部 换言之， 似乎 p, 等 于 p。 :加 上 一 
些 其 他 的 东西 ， 下 面 是 对 前 几 个 n 列 出 的 “其 他 东西 ”: 

Pp 一 po =0a100 + 0Q2 
=a,(alao + 1) 
Ps -PI 三 Q3020100 + QQ, 过 Qo 
=a(aad0 + a, + ao) 
Ps 一 Pa =Q030000 + G40302 + dadado + asadido + as 
=a adda0 + aa + dao + Qiao + 1). 
回顾 表 39. 2， 似 乎 p, -Pp,-; 的 “其 他 东西 ”只 是 a, 乘 以 p,.,， 可 用 公式 
P, = QPn-! + Pn-2 
来 表示 . 这 是 一 个 递归 公式 ， 因 为 它 用 前 面 的 值 递归 地 给 出 了 p。，p,，p，… 相 继 的 值 ， 它 和 
第 37 章 ? 中 考察 的 辈 波 那 契 数 的 递归 公式 非常 相似 ， 当 然 ， 这 个 递归 公式 需要 两 个 初始 值 
po =ao 和 p, = adao+l. 

对 分 母 g, ，9, ，9，，… 作 类 似 的 观察 可 得 类 似 的 递归 公式 ， 事实 上 ， 如 果 像 表 39.2 那 
样 对 gq。，g, ，q，，… 作 个 表 ， 你 会 发 现 9,。，q,，9,，… 似 和 平 恰好 遵循 与 p。，p,，p;，… 相 同 
的 递归 公式 , 但 9。 ，g, ，9;，… 采 用 不 同 的 初始 值 g。 和 49， 将 我 们 的 观察 概括 成 下 述 的 重 
要 定理 . 

定理 39. 1( 连 分 数 递 归公 式 ) 设 
十 - [ao ,ai，…ans] = ao + 


二 
Eh a 十 .二 = 一 


Qn 
其 中 ao，a ，aa ，… 视 为 变量 而 不 是 特定 的 值 ， 则 分 子 pp，Pi ，p， … 由 递归 公式 
Po =dad，p=aao+1l1，p =ap it+p (三 2) 
给 出 ， 而 分 母 go，qi，g ，… 由 递归 公式 
qo =1，9g =a, q, = ago + qs (n> 2) 

给 出 . 
证 明 ” 当 一 个 序列 由 递归 公式 定义 时 ， 用 归纳 法 证 明 有 关 该 序列 的 结论 往往 是 最 简单 
的 .要 开始 归纳 ， 需 先 验证 


0 可 [ao] 和 Er = [ao ,ai ]. 
go qi . 
已 知 po 三 Co， go =1， 于 是 po/go = oo 证 明了 第 一 个 等 式 . 类 似 地 ， 已 知 p, = QI00 + 9 =Gli， 


日 事实 上 ， 如 果 所 有 的 a。 都 等 于 1， 那 么 序列 p, 恰好 为 斐 波 那 契 序列 ， 你 可 以 通过 习题 39. 7 来 研究 连 分 数 和 辈 
波 那 契 数 之 间 的 联系 . 
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于 是 
[ao,a1] = ao + 一 = =C—, 
a 


这 就 证 明了 第 二 个 等 式 . 
现 假设 n=N 时 定理 成 立 ， 并 利用 假设 证 明 n=N+1 时 定理 也 成 立 ， 关 键 之 处 是 连 分 数 
[co ,ai 023""" ,Oy ,Qn+,] 


可 以 通过 将 最 后 两 项 合并 而 写成 一 个 少 一 项 的 连 分 数 ? 


-|. 


[ao sai 0s, aw, Qn ] 可 | oo aa + 
Qw+l 


为 简化 记号 ， 对 右边 的 连 分 数 中 的 项 采用 不 同 的 字母 ， 比 如 
[2 ,5 bw] ,其 中 bo = ao ,bi = Ge = ayisby = an + 一 - 
注意 ， 连 分 数 [ 4b,， b,，, “和 人 5%] 比 连 分 数 [ a。， al, …aw+i] 少 一 项 ， 因此 由 归纳 假设 知 
定理 对 [5 ，b，…，bw] 成 立 ， 为 避免 混淆 ， 我 们 对 [5 ， 呈 ，…，aw] 的 收敛 项 采用 大 写字 


母 P./Q, 表示 ， 由 归纳 假设 知 P, 和 Q, 满足 递归 公式 
Ps = bP +P,, OQ, = 6 + (2<nsN). 


所 以 
Pp, bwPw_i Pe 
i I ee 

[ao， a ，…，Qwsi] 和 [56。，b1，*…，bwy] 的 收敛 项 怎么 联系 起 来 呢 ? 已 知 0<n<N-1 
时 b, =a,, 故 对 所 有 的 0<n<N-1, 第 nn 个 收敛 项 是 相同 的 .这 就 是 说 可 以 在 ( * ) 式 中 作 下 
述 蔡 换 : 

Pu = Pr， Pa = pw，OQ = gn, Qn = gn-2: 

又 因为 


[60,b1,*% ,by,] 于 [aoc :an ] 和 by = CN 十 


我 们 有 
ee byPy-! + Py 
ee proOnuw- + Qn-2 


1 
(a 二 一 一 )pw- + Pn-2, 
Qny+1 


(a + oo) + gn-2 


| (anpn-1 + Pn-2) + py-i | 
.dwu(angn-t t qn-2) + gw-l 


Gs) 


马 ” 别 让 复杂 的 最 后 一 项 把 你 弄 糊涂 . 如 果 想 着 把 它们 全 写成 分 数 ， 就 会 立刻 明白 两 边 是 相等 的 如果 还 不 清楚 ， 
试 对 N=2 和 N=3 计算 一 下 . 
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对 连 分 数 [ao。，a, ，…，aw] 应 用 归纳 假设 可 知 它 的 收敛 项 满足 


Py = avpnw- +pr 和 gy = anqy_! + qn-2， 
代入 并 化 简 ( * * ) 式 得 
GnuPy + Pn-i 


[A 码 ， 
dwridy + gw-l 


由 定义 ， 第 N+1 个 收敛 项 为 


Pp 
[oo 1 ,GT] = 一 


anw*i] 的 这 两 个 表达 式 ， 得 
Panrl = Gwrlpnr +t Pn, Qn = Gyrtgw + gw-i: 
我 们 证 明了 如 果 递 归 关 系 对 n=N 成 立 ， 则 对 n=N+1 也 成 立 ， 归 纳 证 毕 . 口 


我 们 期 望 一 个 数 (比如 y2) 的 收敛 项 越 来 越 接近 Y2， 因 此 考察 两 个 收敛 项 有 多 接近 是 有 
意义 的 : 


gan+l 


比较 [ao， QI， 


2 
go qi 1 2 
Pi_P3_7_.l1 

qd! 92 2 5 10 
BB_PBB7T_D7 -_- 工 
gq; 93 5 12 60 
2 
qq 12 29 348 
内- -4 29.__l1 
qq 29 70 2030 
ps _ps_99 239__1 
gs qe 70 169 11830 
2 的 相 邻 两 个 收敛 项 之 差 


相 邻 收敛 项 之 差 确实 看 起 来 越 变 越 小 ， 但 一 个 更 有 趣 的 模式 出 现 了 ， 似 乎 所 有 的 分 子 都 等 于 
1 且 差 值 是 正 负 交替 的 ， 
试 试 男 一 个 例子 ， 比 如 ~ 的 连 分数 展 开 式 ， 我 们 发 现 


Yo qi 7 7 
PP 33_ 1 
qq 7 106 742 

Pp _Ps_33_ 355__ _1 
qd gs 106 113 11978 
ps Ps 355 103993 1 


113 33102 ~ 3740526 


334 
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ps _Ps _103993 104348 __ 1 

gs gs 33102 33215 1099482930 

Ps_Ps -104348 208341 - 1 

qs ge 33215 66317 2202719155 

的 相 邻 收敛 项 之 差 
出 现 了 同样 的 模式 ， 因 此 我 们 来 证 明 一 个 定理 . 
定理 39. 2( 相 邻 收敛 项 之 差 定理 ) 设 全 ，， 合 ，… 为 连 分 数 [ao。，a，，as，…] 的 收 
0 1 2 


人 效 项 ， 则 
Pig。 -psg- = (-1)", 本 =1,2,3,.: 
等 价 地 ， 两 边 同 除 9,_19, 后 得 


Wy ly pa RP 
dr-! da dn-19n 


证 明 用 归纳 法 和 连 分 数 递归 公式 (定理 39. 1) 很 容易 证 明 这 个 定理 .首先 验证 n=1 时 
正确 : 
Pogl -Piqgo = ao a- (aa +1):1=-1. 
接 下 来 开始 归纳 证 明 . 
现 假设 定理 对 n=N 正确 ， 需 要 证 明 它 对 n=N+1 也 正确 ， 计 算 
Pngnr Pruqy =Pw(anwsigw + qn-1) - (anupn + Pn-1)qn 由 连 分 数 递归 公式 ， 
| =prwqgw -pw-igw 因为 项 cwipwqgw 抵消 了 ， 
= 一 (pw-igw - Pwgw-i) 
=-(-1)" 由 n = 六 时 的 归纳 假设 ， 


=(- EY 
现在 我 们 证 明了 要 证 明 的 等 式 对 n=1 正确 ， 且 和 如果 对 n=N 正 确 ， 则 对 n=N+1 也 正确 . 
所 以 ， 依 归纳 法 等 式 对 所 有 n 宇 1 都 正确 ， 证 毕 . 口 


习题 


39.1 (〈a) 计 算 3 和 v5 的 连 分 数 中 的 前 10 项 . 
(b)V3 的 连 分 数 中 的 项 是 否 按 某 种 模式 重复 出 现 ? 如 果 是 ,证 明 它 们 确实 重复 . 
(ce)V5 的 连 分 数 中 的 项 是 否 按 某 种 模式 重复 出 现 ? 如果 是 ,证 明 它们 确实 重复 . 
39.2 mm 的 连 分 数 为 
[_ ;12,47,1,8,1,1,2,2,1,1,8,3,1,10,5,1,3,1,2,1,1,3,15,1, Wo 
(a) 填 上 最 初 三 个 空缺 的 项 . 
(b) 你 看 出 mw 的 连 分 数 的 什么 模式 了 吗 ? 
(c) 利 用 连 分 数 中 的 前 5 项 构造 一 个 接近 于 m* 的 有 理 数 ， 你 能 做 到 多 接近 ? 
(dd) 利用 连 分 数 中 的 前 6 项 回答 (c) 中 的 问题 . 
39.3 V2+V3 的 连 分 数 为 
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39.4 


39.5 


39.6 


39.7 


39.8 


[_ ,5,7,1,1,4,1,38,43,1,3,2,1,1,1,1,2,4,1,4,5,1,5,1,7,.…]. 
(a) 填 上 最 初 的 三 个 空缺 的 项 . 
(b) 你 看 出 Vz +Y3 的 连 分 数 的 什么 模式 了 吗 ? 
(ce) 对 每 个 n=1，2，3，…，7， 计算 /2 +Y3 的 第 nn 个 收敛 项 
Es [ao ya," ,a,]. * 


gn 


(d) 在 (e) 中 算得 的 分 数 应 该 越 来 越 近似 于 V2 +V3. 将 mn=1，2，3，…，7 时 


1 
10 革 个 看 次 


6 


的 值 列 成 表 来 证 明 . 
设 p./g, 为 a 的 第 n 个 收敛 项 ， 对 下 述 各 a， 列表 计算 
qlp, -qal, n=1,2,3,.%,N. 
(WZ, 和 "的 连 分 数 展 开 式 已 在 215 页 列 出 ， 可 以 利用 这 些 数据 计算 相关 的 收敛 项 . ) 
(a)a=vV2, N=8 
(b)a=Y2, N=7 
(ca=7, N=5 
(d) 在 (a) 中 的 数据 显示 ，1 ps - 9, V21 不 仅 有 界 ， 而 且 当 n 一 % 时 有 极限 ， 试 猜 出 极限 等 式 并 证 
明之 . 
(e) 回 顾 狄 利克 雷 一 丢 番 图 定理 31. 2: 对 任 一 无 理 数 a， 存在 无 穷 多 对 正 整 数 * 和 7 满足 
lx-yal < 1/y. (39.1) 
(a)、(b)、(c) 中 的 数据 显示 ， 如 果 p,/g, 是 a 的 一 个 收敛 项 ， 则 (p,，g,) 是 不 等 式 (39.1) 的 
解 ， 证明 这 个 结论 . 
假设 将 p 的 递归 式 向 后 扩展 ， 由 此 对 负数 nn 定义 p,。 则 p., 和 p., 等 于 多 少 ? 同样 地 ,9_, 和 9.: 等 
于 多 少 ? 
连 分 数 递归 公式 (定理 39. 1) 给 出 了 从 两 个 初始 值 ce 和 a 生成 两 列 数 po, pl, ps, ps， 和 go， 9g， 
q ，9 ，… 的 过 程 ， 分数 p,/q, 是 某 个 数 a 的 第 rn 个 收敛 项 . 证 前 分 数 8./4, 已 是 最 简 形 起， 即 证 明 
gcd(p,，9,) =1. (提示 ; 利用 相 邻 收敛 项 之 差 定理 39.2. ) 


我 们 证 明了 相 邻 收 全 项 p,_1/9,.1 和 p,/g, 满足 


paiqn ~ Pdr = (—1)°. 
本 题 中 ， 将 对 间隔 的 收敛 项 进行 计算 . 
(a) 对 部 分 分 式 V = [1; 2，2， 2，…] 的 收敛 项 计算 
P,-29» — Png,-2: (#*) 

求 n=2，3，… ,6 时 的 值 . 

(b) 对 部 分 分 式 
T = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,…] 

的 收敛 项 计算 n=2，3，… ,6 时 ( * ) 的 值 . 
(ec) 根据 (a) 和 (b) 的 结果 (及 任何 你 想 收集 的 其 他 数据 ) ， 对 一 般 的 连 分 数 [a。，a,，a;，…] 就 ( * ) 

的 值 作 一 猜想 . 
{d) 证 明 (e) 中 猜想 的 正确 性 . (提示: 连 分 数 递归 公式 也 许 会 有 帮助 . ) 
“最 简单 ”的 连 分 数 是 由 1 构成 的 连 分 数 [1，1，1，…]. 
(a) 求 [1，1，1,…] 的 前 10 个 收敛 项 . 
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(b) 你 认 出 了 出 现在 (a) 中 求 得 的 分 数 的 分 子 和 分 母 中 的 数 了 吗 ? (如 果 没 有 ， 潭 看 第 37 章 . ) 
(c) 连 分 数 [1，1，1，'…] 的 收敛 项 的 极限 值 


1i Pp: 
im -一 
ws 


等 于 多 少 ? 
39.9 表 39.2 中 对 前 几 个 n 值 罗列 了 连 分 数 [ao。，a,，…，a,] 的 分 子 P， 
(a)[a, 65] 和 [5，a] 的 分 子 是 如 何 互相 关联 的 ? 
(b)[a,， 54， ce] 和 [ec,b，aj 的 分 子 是 如 何 相 互 关 联 的 ? 


(c) 更 一 般 地 ， 
[ao,al,a alias] 和 [aa ,…azyalyao] 
的 分 子 看 上 去 是 如 何 相 互 关联 的 ? 
(qd) 证 明 (c) 中 的 猜想 . 


品 39.10 编 一 程序 , 输入 小 数 4 和 整数 n， 输 出 下 述 数值 : 
(a)4 的 连 分 数 的 前 n+1 项 [ao, a,，…，a,]】. 
(b)4 的 第 = 个 收敛 项 pu/e,， 以 分 数 形式 . 
(e)4 与 p,/g, 的 差 ， 以 小 数 形式 . 
品 39.11 利用 习题 39，10 中 的 程序 作 一 张 表 , 对 2<D<30( 至 少 ) 列 出 VD 的 连 分 数 展开 式 的 前 10 项 ， 你 能 
发 现 什么 模式 ? (可 将 输出 结果 与 下 一 章 中 的 表 40. 1 相 比 较 . ) 
品 39.12 对 三 次 方 根 回答 与 习题 39. 11 相同 的 问题 ， 换 言 之 , 作 表 ,对 2<D<20( 至 少 ) 列 出 YD 的 连 分 数 展 
开 式 的 前 10 项 ， 你 看 出 什么 模式 了 吗 ? 
39. 13 (高 等 微 积分 习题 ) 设 oo ，a, ，o ，m ，… 为 一 实数 序列 ， 满 足 w > 1.， 对 每 个 n=0，1，2，3，… 可 
计算 实数 
u, = [oad sas, = ao + 
alt 


.+ 一 
a 


m 


339 证 明 极限 limu， 存在 . (提示 : 利用 定理 39.1 和 39.2 证 明 序列 4，u,，us，… 是 柯 西 序列 . ) 
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Y2 的 连 分 数 
[1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,…] 


明显 地 表现 出 了 重复 性 ， 看 看 是 否 能 证 明 V2 的 连 分 数 确实 由 数 1 和 随后 的 2 构成 ， 因 为 V2 = 


1.414… ， 连 分 数 算法 的 第 一 步 是 写 出 


1 
2=1 2 - 1 ) = 1 + 一 一 -一 一 
V2=1+(V2-1) i 
接着 简化 分 母 ， 
Ey Re RR /EY Hh 2+1 
-1 人 -1 +1 人 -1 
代 回 上 式 得 
1 
JH2=1 
2 “万 41 
数 V2 +1 介 于 2 和 3 之 间 ， 故 将 它 写成 
1 
2+1 =2 2 -~ 1) = 2 + 一 -一 一 一 . 
V2 + +(Y2 -1) i | 
我 们 已 经 验证 了 1/(Y2 -1) 等 于 /2 +1， 于 是 有 
V2+1=2+ l 
i 2+1 
从 而 
V2=1+ 
2 + 
+1 
再 由 等 式 ( * ) 得 
N22=1+ -— 
2 + 
2 十 
2+1 
尚 可 进一步 得 、 
V2 = 1 + 1 
1 
2 + 
2 + 1 
2 + 
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连续 使 用 ( * ) 式 ， 我 们 发 现 V2 的 连 分 数 确实 由 一 个 1 和 随后 的 2 构成 . 
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还 能 找到 其 他 数 ， 它 们 的 连 分 数 有 类 似 的 重复 性 (或 者 用 数学 术语 来 说 ， 它 们 的 连 分 数 
是 周期 的 ) 吗 ? 如 果 做 过 习题 39. 11( 它 要 求 对 D =2，3，4，…，20 计算 VD 的 连 分 数 )， 你 
就 会 找到 某 些 例子 ， 表 40. 1 收集 了 更 多 的 这 一 类 的 数据 ， 对 小 于 40 的 每 个 素数 p 列 出 了 yp 


的 连 分 数 . 
表 40. 1 平方 根 的 连 分 数 


YD 的 连 分 数 


~ 
to 


| 一 一 al 人 DD Dh 
-TID mo wm~ 一 
WI 加 一 人 | 一 有 局 
bg 一 四 | 一 睛 一 
j= | 
i 
| 一 了 中 | 一 和 ID 


2 
2 
4 
1 
6 
1 
8 
1 
3 
1 
1 


2 
1 
4 
1 
3 
1 
8 
3 
1 
1 
3 


: 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, .] 


Ee WL! PR, NE Po ee ee He ee (+ Sy seh 


回 到 前 面 的 问题 ， 我 们 对 出 现 重复 的 连 分 数 能 推导 出 什么 ， 先 从 一 个 简单 的 例子 着 手 . 


设 数 4 的 连 分 数 为 
4 = [a,b,b,b,b,b,b,b,.…]. 


表 40. 1 包含 了 几 个 这 种 类 型 的 数 ， 如 V2，V5 和 V37. 4 可 表 成 


1 
et A 


故 真正 要 做 的 是 确定 连 分 数 
B= [6b,b,b,6,b6,b,b,b,..] 
341] ”的 值 . 
和 4 一 样 ，B 的 第 一 项 提出 之 后 可 以 表 成 


1 
人 


“ 嗨 ， 你 瞧 !1" 分 母 [5,，b，5b5，b，…] 就 是 B8 自己 ,于 是 
及 = + 方 
两 边 同 乘 B 得 B* =46B +1， 再 由 二 次 公式 解 得 


B = b+vVb +4 
= 


(注意 我 们 用 的 是 加 号 ， 因 为 B 要 求 是 正 的 . ) 最 后 ,计算 4 的 值 
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2 


Wt 
B b+vVb +4 
= 
+VD +4 \bp-vVbr+4 
b-vb +4 
二 4 -CO 
2 
2a-b Vb +4 
= RT 342 


总 结 一 下 我 们 的 计算 ， 它 包含 了 两 种 有 趣 的 特殊 情形 . 


命题 40.1 对 任意 正 整 数 a 和 4b， 有 连 分 数 
2a-b br +4 


2 * 3 


可 [a,b,b,b,b,b,b,b,.…]. 
特别 地 ， 取 a = 时 有 
2 
Yt [6,6,b,b,b,b,b,.], 


取 b=2a 时 有 


Va +1 = [a,2a,24,24,2a,2a,2a,2a,.…]. 
如 果 一 个 连 分 数 以 更 复杂 的 形式 重复 会 怎样 ? 可 以 通过 举例 试 着 得 到 某 些 启示 . 假设 4 
的 连 分 数 为 
A=[1,2,3,4,5,4,5,4,5,4,5,.…]. 
其 中 随后 的 项 仍 是 4 和 5 交 蔡 出 现 . 首先 要 做 的 是 将 非 重 复 的 部 分 分 开 ， 


1 


A=1 
1 


2 
二 1 


“人 
于 是 现在 要 做 的 是 算出 纯 周 期 的 连 分 数 
B = [4,5,4,5,4,5,4,5,4,5，…] 
的 值 . (一 个 连 分 数 称 为 是 纯 周 期 的 是 指 它 从 一 开始 就 重复 . )B 可 表 成 
B=4+ l 
了 
和 前 面 的 例子 一 样 ， 最 底下 的 分 母 等 于 B， 于 是 有 


B=4+ 


1 
二 343 
5 + B 


化 简 这 个 复杂 的 分 数 得 到 关于 B 的 方程 
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s+ 
+ B 
用 5B+1 叉 乘 、 移 项 ， 并 作 一 些 代数 运算 后 可 得 方程 
5B* -20B -4 = 0， 


由 二 次 公式 得 
B -22+vV400+80 _10+2 V30 
10 . 5 
接着 ,将 8 的 值 代 和 前面 的 式 子 ,运用 初等 代数 重复 进行 通 分 、 合 并 和 化 简 得 4 的 值 . 
1 1 
i ” 
2 二 2 十 
让 PE 
B 10 + 2 V30 
5 
和 1 ee -1 
Tp 1 0 中 
3+ 一 一 35 +6 V30 
10 +2 V30 10 +2 V30 


1 1 
+ 一 -一 -一 = 1 4 一 一 一 一 
2 ,10+2 V30 80 + 14 V30 


35 +6°V30 35 +6 V30 
21+35+6 V30 -= 115 +20 V30 
80 +14 V30 80 +14 V30 
最 后 ， 对 4 的 分 母 进行 有 理化 ， 分 子 、 分 母 同 乘 80 - 14 V30， 得 
-+ -MD 0 0 
80 +14 V30.、 \80 - 14 V30. 520 SD 
如 果 做 过 习题 39. 10 ， 试 输入 


3 1.433 130 277 402 852 670 489…， 


运行 程序 ， 验 证 确 实 得 到 了 连 分 数 [1, 2, 3, 4, 5, 4, 5, 4, 5, …*]. 
一 个 连 分 数 称 作 是 周期 的 ， 如 果 它 形 如 
[ao ,ae by bas bs by ,ba ,ee sb ,bs bs, ,bs ]. 
起 冶 部 分 ET 周期 贸 分 


换言之 ， 它 是 周期 的 ， 如 果 在 开头 的 一 些 项 后 ， 它 由 不 断 重 复 的 有 限 项 构成 ， 重 复 项 的 个 数 
m 称 为 周期 ， 例 如 ,，V2 = [1，2，2，2，…] 有 周期 1，V33 = [4，1,，3，1，8，1，3，1， 
8，…] 有 周期 4， 其 他 的 例子 在 表 40. 1 中 给 出 ， 一 个 让 周期 性 更 显而易见 的 简便 记号 是 在 
重复 部 分 的 上 方 划一 条 横 线 ， 表 示 它 无 限 重复 ， 如 


本 = [1 悦 ，v 西 =- [4103508， 到 人 0 - [1;2,3, 和 5]， 
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类 似 地 ， 一般 的 周期 连 分 数 写成 
[a ,as ,G0 ,bb 0 ]. 

我 们 举 过 的 例子 显示 下 述 定理 可 能 成 立 ， 我 们 证 明 第 一 部 分 ， 第 二 部 分 的 证 明 留 作 ( 具 
有 挑战 性 的 ) 习题 . 

定理 40.2( 周期 连 分 数 定理 )} 

(a) 设 4 有 周期 连 分 数 
4 = [aa…acybyb ,b,]. 
则 4 等 于 形 如 

Pe syD 


t 


的 数 ， 其 中 r，s,t, DD 为 整数 且 D>0. 
(b) 设 r，s，ft， 万 为 整数 且 刀 >0.， 则 数 


FF 
下 


有 周期 的 连 分 数 . 
证 明 (〈a) 先 对 纯 周 期 连 分 数 
B= [b,,b,,…,b,] 
证 明 . 写 出 前 m 步 ， 我 们 发 现 


Ee 
b, + b, + 1 
Te 十 Ce 4 1 
1 “ 1 
b ts b, ™y 
me pe 8 
现在 化 简 右边 的 式 子 ， 即 反复 通 分 及 合并 同类 项 ,将 B 看 作 变 量 而 将 b,，…，b, 看 作 数 . 
经 多 步 代数 运算 后 ,方程 最 终 化 简 为 
uB+v 
i ( 于 ) 
wB+z 


其 中 ,vv，w，z 为 依赖 于 5,，5,，…，b。 的 确定 的 整数 而且， u,v，w，z 显然 都 是 正 
数 ， 因 为 6, ，5,，…，b, 是 正 的 . 
为 说 明 这 个 过 程 ， 对 m =2 的 情形 作 具 体 运 算 . 
1 1 B (bib, +1)B+b, 
BB+1 BB+1l bbB+l 


回 到 一 般 情 形 ， 对 方程 ( * ) 进 行 叉 乘 并 移 项 得 方程 
wB* +(z-u)B-v=0. 
由 二 次 公式 得 
es (z—u) +V(z 4) + 4ow 


2w 


345 


PT 


347 
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所 以 B 形 如 


其 中 i, j, 天， 为 整数 且 D >0. 
回 到 原先 的 数 4 = [ca,， Ge b,， b,, “**, b.]， 它 可 写成 
1 1 


A 1 
a + . 1 a, + - 1 
家 + 来 > 十 一 一 一 一 一 
el 人 
B i+jyD 
大 
再 次 反复 通 分 、 合 并 、 化 简 ， 最 终 可 得 4 的 表达 式 ， 形 如 
2 e+fvD 
g+RVD 
其 中 e，/，g, hh 为 整数 ， 最 后 ， 分子 、 分 母 同 乘 g.-h VD， 将 4 的 分 母 有 理化 得 4 形 如 
po r+svD 
t » 
其 中 r，s, :为 整数 . 这 就 完成 了 周期 连 分 数 定理 40.2 中 (a) 部 分 的 证 明 . (b) 的 证 明 留 作 
(挑战 性 的 ) 习 题 40. 10. 口 
VD 的 连 分 数 与 佩 尔 方程 


一 个 连 分 数 的 收敛 项 构成 一 列 越 来 越 接近 于 该 数 的 有 理 数 ， 例 如 ，V71 有 如 下 连 分 数 : 
WE 16] 
它 的 前 几 个 收敛 项 是 
17 42 59 455 514 1483 3480 57 163 117 806 292 775 


2 ?5 :7 ?54 :61 176 413 ”6784 13981 " 34 746 
如 果 p/g 是 VT 的 一 个 收敛 项 ， 则 
2 
< 人 从 而 辫 ~ 记 . 
g 


. 乘 以 9 后 上 式 意味 着 我 们 会 期 望 PP? 相当 接近 于 D9 ， 表 40.2 对 V7I 的 前 几 个 收敛 项 列 出 了 


差 p? - Dgq? 的 值 . 
在 表 40. 2 的 众多 数据 的 显著 特征 中 ， 我们 挑 出 了 最 后 一 栏 中 出 现 的 貌似 平凡 的 数 1. 
它 在 右边 第 二 行 且 反映 了 事实 
3480” - 71 .413 = 1. 


于 是 V71 的 收敛 项 3480/413 提供 了 佩 尔 方程 
x -7ly =1 


的 一 组 解 (3480，413)， 这 暗示 了 VD 的 收敛 项 与 佩 尔 方程 x” - Dy* =1 之 间 的 联系 . 
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表 40.2 V71 的 收敛 项 p/q 


1483 
3480 


57 163 
117 806 
292 775 


在 第 30 章 和 32 章 中 ， 我 们 仔细 、 完 整地 证 明了 佩 尔 方程 
x -Dy =1 
总 有 解 ， 但 如 果 回 顾 第 32 章 ， 会 看 到 证 明 并 没有 提供 真正 求 出 一 个 解 的 有 效 方法 ， 因 此 ， 
如 果 VD 的 收敛 项 能 用 于 求解 佩 尔 方程 ， 那 将 是 非常 有 用 的 . l 


V71 的 连 分 数 
VIT = [8,2,2,1,7,1,2,2,16], 348 
周期 为 8， 而 成 为 佩 尔 方程 解 的 收敛 项 为 
3480 
[852,21,7, E22 二 413 


简单 地 检查 一 下 表 40. 1 会 发 现 平方 根 V 万 的 连 分 数 有 许多 特点 9， 下 面 是 几 个 具有 中 等 
大 小 周期 的 例子 . 


V73 = [8,1,1,5,5,1,1,16], 周期 =7 
V89 = [9,2,3,3,2,18], 周期 = 5 


V97 = [9,1,5,1,1,1,1,1,1,5,1,18], 周期 = 11 
对 D=71， 作 为 佩 尔 方程 解 的 那个 收敛 项 是 这 样 得 到 的 : 移 开 上 划 线 并 去 掉 最 后 一 项 ， 试 着 
对 D=73,D=89 和 D=97 也 这 样 做 ， 结 果 见 表 40. 3. 


表 40.3 VD 的 收敛 项 与 佩 尔 方程 


34802 -71 ,4132 =1 


1068? -73 . 125? = —.1 


807 -79 .97=1 


[9, 1, 5, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 5, 1] =5604 


2 . 和 王 
569 5604- -97 . 569 = -1 


这 看 上 去 很 有 和 希望， 我 们 没有 在 所 有 情形 下 都 得 到 假 尔 方程 的 解 ， 但 要 么 求 得 了 佩 尔 方 


日 习题 40.9 描述 了 YD 的 连 分 数 的 各 种 特殊 性 质 ， 在 看 这 个 习题 前 ， 先 试 着 自己 去 发 现 . 
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程 p? -Dg* =1 的 一 个 解 ， 要 么 求 得 了 类 似 的 方程 p - De = -1 的 一 个 解 ， 而 且 ， 当 VD 的 周 
期 为 偶数 时 取 正 号 ， 当 V 万 的 周期 为 奇数 时 取 负 号 ， 概 括 成 定理 如 下 . 

定理 40.3 设 万 为 正 整数 且 非 完全 平方 数 ， 将 V 万 的 连 分 数 记 为 

VD = [ap ,bb ]， 
并 令 
349 > [a ,5 55]， 
4 
则 (p，9) 是 方程 
Pp -Dg =(-1)" 

的 最 小 正 整数 解 . 

我 们 不 给 出 定理 40. 3 的 证 明 ， 因 为 该 放下 对 连 分 数 的 讨论 而 转向 另外 的 主题 了 ， 如 果 
读者 有 兴趣 看 这 个 证 明 ， 可 以 在 丢 番 图 的 《高 等 算术 》 的 第 4 章 和 许多 其 他 数论 教科 书 中 找 
到 ， 我 们 以 最 后 一 个 观察 和 一 个 巨人 们 8 的 例子 来 结束 本 章 . 

我 们 的 观察 涉及 当 定 理 40. 3 给 出 的 是 x -Dy = -1 的 解 时 如 何 求解 x** -Dy =1， 换 言 
之 ， 当 VD =[a, b， 5,，…，b,-1，b] 且 m 为 奇数 时 ,我 们 能 做 什么 ? 先前 的 工作 提供 了 
答案 、 回 忆 一 下 ， 由 佩 尔 方程 定理 30. 1 知 ， 如 果 (x,，y, ) 是 方程 x** - Dy =1 的 最 小 正 整数 
解 ， 则 每 个 其 他 的 解 (x;，y;) 都 能 由 最 小 解 经 公式 

vy + ,VD = (x + y, VD)', k= 1,2,3,. (*) 
计算 得 到 .这 个 公式 成 立 的 理由 是 
wi — Dyt =(%, + YYD) (x, ~- yi VD) 
= (zi + VD)' (x, - y, VD)' 
= (x - Dy) 
El 因为 已 假定 x ~ Dyt = 1. 
假设 (x,，y) 是 x -Dy = -1 的 一 个 解 ， 用 ( * ) 式 计算 (x,，y)， 得 
“2 -Dy = (本 -Di = (-1).. 
于 是 为 偶数 时 ， 可 得 到 佩 尔 方 程 x** - D1 =1 的 一 个 解 . 
你 看 出 我 们 的 问题 如 何 被 解决 了 吗 ? 假设 定理 40.3 中 的 m 为 奇数 ， 则 (p， 9g) 满足 p* - 
Dg* = -1， 然后， 只 需 计算 平方 
(P+qvD) = (p’ + gD) +2pg yD 
就 可 找到 所 求 的 x* -Dy =1 的 解 (p*” +g DD，2pg)， 这 最 终 给 出 了 在 任何 情形 下 求解 佩 尔 方 
程 的 有 效 方法 . | 
定理 40. 4({ 连 分 数 与 佩 尔 方程 定理 ) ” 记 VD 的 连 分 数 为 


晶 巨人 们 的 学 习 是 很 不 全 面 和 的 ， 只 学 伦理 、 历 史 、 诗 歌 和 数学 , 但 必须 承认 ， 他 们 在 这 几 方 面 还 是 挺 擅 长 的 .” 
( 格 列 弗 游记 》 第 2 章 : 7，Jonathan Swift) 
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vD a [a,b,,b,,.% ,6b,.1,b.], 
并 令 = [oa， b， 思 2，…，b-]， 则 佩 尔 方程 


x -Dy =1 
的 最 小 正 整 数 解 为 
(p,q) 车 m 为 偶数 ， 
Caop) = {2 ; 
(P +9D,2pg) 若 m 为 奇数 . 
其 他 所 有 的 解 均 由 公式 
%, + yD = (x + MVD), k=1,2,3,.: 
给 出 . 
我 们 通过 求解 一 个 似乎 乏味 的 佩 尔 方程 
x -313y = 1 
来 结束 对 连 分 数 世 界 的 探索 .313 的 连 分 数 为 
V313 = [17,1,2,4,11,1,1,3,2,2,3,1,1,11,4,2,1,34]. 
按 定理 40. 4 所 述 ， 去 掉 周期 部 分 的 最 后 一 个 数字 ， 即 34， 并 计算 分 数 


126 862 368 
7 170 685 


周期 等 于 17,， 故 (p，g) = (126 862 368，7 170 685 ) 满足 
126 862 368” - 313 . 7 170 685” = -1. 
为 求 出 佩 尔 方程 的 最 小 解 ， 根 据 定理 40.4， 计 算 
p* + gD =126 862 368’ +7170685 .313 = 32 188 120 829 134 849, 

2pqg =2 .126 862 368 + 7170685 = 1 819 380 158 564 160. 
于 是 x -313y =1 的 最 小 解 2 为 

(x,y) = (32 188 120 829 134 849 ,1 819 380 158 564 160 ) 
如 果 要 求 下 一 个 最 小 解 ， 只 需 对 

32 188 120 829 134 849 + 1 819 380 158 564 160 V313 


= 


平方 即 可 得 答案 
(x,y) =(2072 150 245 021 969 438 104 715 652 505 601, 
117 124 856 755 987 405 647 781 716 823 680 ) ， 


习题 
40.1 求 下 述 各 周期 连 分 数 的 值 ， 将 结果 表示 成 2 二 2 了 的 形式 ， 其 中 +，:， +，D 为 整数 ， 就 像 在 课本 中 计 


晶 ” 如 第 30 章 中 所 注 ， 这 个 解 由 布朗 科 (Brouneker) 在 1657 年 发 现 ， 现 在 你 知道 了 在 计算 机 出 现 之 前 ， 人 们 是 如 何 
找到 那么 大 的 解 的 : 
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40.2 


40.3 


40.4 


40.5 
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算 [1，2，3，4， 3] 的 值 为 80 = Y30_ 样 


(a)[1, 2,3 

(b)[1， 1 
《ec)[1，1， pe = 
(d)[3，2， 2, 1] = [3， 2， 
(e)[1, 3,， 5 3 de 3 
(DI{1, 3, 4]=[1, 2, 
en 周期 为 多 少 ? 


(9) (b) Ty V293 (0 (91 


~ 


在 周期 连 分 数 定理 40.2 的 证 明 中 ， 我 们 化 简 连 分 数 [6,，6。，B] 得 人 
(a) 对 [b,，b，b，B] 作 类 似 的 计算 ， 并 将 它 写成 


[6 ,ba ,by,B] = + 


wB+z’ 
其 中 uw，v，w，z 由 含 5 ，b,，b, 的 式 子 确定 . 

(b) 对 [5,，b,，b，，5b,，B] 重 复 (a). 

(e) 观 察 (a) 、(b) 中 的 结果 ，u，v，w，z 的 表达 式 看 起 来 像 吗 ? (提示 : 将 它们 与 分 数 [6,，5,]， 
[6 ,bb,] 和 [b,，b,，5,，b,] 相 比较 它们 是 [b,，b,，5b,，…] 的 收 化 项 也 可 参看 
表 39.2.) 

(d) 更 一 般 地 ， 当 连 分 数 [5, ，5,，…，65,。，B] 化 简 为 

[b,,b, 53 * , b, ,B] _ t+ 

waB +z, 
时 ,说 明 数 4 ，v。，w。，z 是 如 何 由 收 全 项 [5 ，b,，b,，…，6。1] 和 [b,，5,，bs，…，b。] 来 
表示 的 ， 并 证 明 你 的 叙述 正确 . 

命题 40. 1 描述 了 连 分 数 展开 式 为 [a，5] 的 数 . 

(a) 作 类 似 的 计算 ， 求 出 连 分 数 展 开 式 为 [ae，5 ，c] 的 数 ， 

(b) 如 果 在 你 的 式 子 中 令 b=c， 能 得 到 与 命题 40.1 所 述 相同 的 结果 吗 ?〈 如 果 你 的 回答 是 “不 "， 那 
么 (a) 中 有 错 !) 


(6) 当 a,b，。 为 何 值 时 ，(a) 中 的 数 形 如 :了 (其 中 s，t，D 为 整数 )? 


(d) 当 a, b,c 为 何 值 时 ，(a) 中 的 数 等 于 某 个 整数 D 的 平方 根 VD? 
由 定理 40.3 知 ， 如 果 VD 的 连 分 数 的 周期 为 奇数 ， 则 可 求 出 x** ~ DY” = -1 的 一 个 解 . 


(a) 在 2<D<20 且 D 为 非 完 全 平方 数 的 数 中 ,哪些 YD 的 周期 为 奇数 ， 哪 些 YD 的 周期 为 偶数 ? 你 看 
出 某 种 模式 了 吗 ? 


(b) 设 p 为 满足 2<p<40 的 素数 ， 对 Vp 回 答 与 (a) 中 相同 的 问题 . (提示 : 参看 表 40. 1. ) 


(e) 写 出 无 限 多 个 正 整 数 刀 使 V 万 的 周期 为 奇数 ， 对 每 个 也 值 ， 求 出 方程 -Dy* = -1 的 一 个 解 . 
(提示 ; 参看 命题 40. 1. ) 


(d) 写 出 无 限 多 个 正 整 数 D 使 VD 的 周期 为 偶数 .。( 提 示 : 利用 习题 40.4(d) 的 结果 . ) 
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品 40.56 


有 品 40.7 


品 40.8 


40.9 


40. 10 


(a) 编 写 一 个 程序 ， 输入 正 整 数 D， 输出 一 列 数 [a，6b, ，…，6。,] 使 得 VD 的 连 分 数 展开 式 为 [a， 
5 ，…，6b,]. 对 介 于 2 和 50 之 间 的 非 平方 数 D， 应 用 该 程序 打印 一 张 VD 的 连 分 数 表 . 
(b) 推 广 (a) ,编写 一 个 程序 ,输入 整数 r，s, :，D， 其 中 :>0,，D >0， 输 出 一 列 数 


[a, 1sQ0 sb sb 使 得 2 [La 0 ,bb J 


对 介 于 2 和 50 之 间 的 非 平方 数 D， 应 用 该 程序 打印 一 张 (3 +2 YD)/5 的 连 分 数 表 . 
(a) 编 写 一 个 程序 ， 输 入 一 列 数 [5b,，…，4b, ] ， 输 出 纯 周 期 连 分 数 [5, ，5,，…，6b,] 的 值 ， 输 出 值 要 

表示 成 (r，s，t，D) 的 形式 ， 其 中 连 分 数 的 值 为 (r +s VD)At. 
(b) 运 用 (a) 中 的 程序 计算 下 述 各 连 分 数 的 值 : 

[17] ,1,2],[1,2,3], [1,2,3,4],[1,2,3,4,5],[1,2,3,4,5.6]. 

(c) 扩 展 (a) 中 的 程序 使 之 处 理 非 纯 周期 的 周期 连 分 数 ， 换 言 之 , 输入 两 列 数 [a,，…，a。] 和 

[和 ，…，b。] ,输出 [el ，…，ae， ,如 ，…，b] 的 值 
(d) 运 用 (c) 中 的 程序 ， 计算 下 述 各 连 分 数 的 值 : 

[6,5,4,3,2,1],[6,5,4,3,1,2],[6,5,4,1,2,3],[6,5,1,2,3,4] ,[6,1,2,3,4,5]: 

编写 一 个 程序 ， 用 连 分 数 的 方法 求解 佩 尔 方程 x** - DY =1， 如 果 显示 x* - Dy* = -1 有 解 ， 将 这 个 方 
程 的 解 也 列 出 来 . 
(a) 对 所 有 介 于 2 和 20 之 间 的 非 平方 数 D， 应 用 程序 求解 佩 尔 方程 ， 根 据 表 30. 1( 第 141 页 ) 验 证 你 

的 结果 . 和 
(b) 对 所 有 介 于 76 和 99 之 间 的 非 平 方 数 D,， .应 用 程序 求解 佩 尔 方程 以 扩充 表格 . 
(难题 ) 设 D 为 正 整数 且 非 完全 平方 数 . 
(a) 证 明 V 万 的 连 分 数 是 周期 的 . 
(b) 更 确切 地 ， 证 明 V 万 的 连 分 数 形 如 

VD = [ao 六 bd 
《ce) 证 明 5, =2a. | 
(d) 证 明 数 列 5,，5,，…，b, .1 是 对 称 的 ， 即 从 左 到 右 和 从 右 到 左 是 相同 的 . 
(难题 ) 设 +r，s，t, D 为 整数 且 D>0, 1 了 关 0, 设 
A = rtsyD 
t 


证 明 4 的 连 分 数 是 周期 的 ，( 这 是 周期 连 分 数 定理 40.2 中 的 (b). ) 
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第 41 章 生成 函数 
能 力 测试 、 智 力 测验 以 及 那些 无 处 不 在 的 小 学 数学 作业 中 充斥 着 这 样 的 间 题 9 : 


序列 中 下 一 个 是 什么 数 ? 
23, 27, 28, 32, 36, 37, 38, 39, 41, 43, 47, 49, 


50. 51, 5253 3536, 58, 61 62 77 783 ye 


数论 中 随处 可 见 有 趣 的 序列 ， 在 我 们 的 探索 过 程 中 已 经 见 过 很 多 了 ， 比 如 说 ,? 
自然 数 “0,1,2,3,4,5,6,… 
平方 数 0,1,4,9,16,25 ,36 ,… 
斐 波 那 契 数 0,1,1,2,3,5,8,13 ,21,… 
我 们 也 看 到 ， 序 列 可 以 用 各 种 形式 描述 ， 例 如 ， 用 诸如 
Sa。 = 三 nn 
的 公式 或 用 诸如 
F =F ,+F 


A-l n-2 


的 递归 公式 来 描述 . 
这 两 种 描述 序列 的 方法 都 很 有 用 . 既然 序列 由 无 限 长 的 一 列 数组 成 ， 要 是 有 办 法 将 整个 
序列 塞 到 一 个 包 里 就 好 了 . 我 们 用 帘 级 数 来 构造 这 些 包 . 
例如 ， 可 以 把 自然 数 序 列 0，1 ，2，3，… 包 在 和 罕 级 数 
Otrl.x+2x +3x + dx + 5x’ + ee 
中 ， 可 将 斐 波 那 契 序列 0,1，1，2,，3，5，8，… 包 在 震级 数 
Or+l-x+lx +2x +3x +5x +8x + 
中 . 一 般 地 ， 任 何 一 个 序列 ; : 
do ,G3 da 0 ds ,**" 
都 可 包 进 震级 数 
4(x) = ao tar + dx +asxa + xe as dF ee 
该 寡 级 数 叫做 序列 ce ，a, ，a，,，a3，… 的 生成 函数 . 
除了 提供 了 一 种 不 太 方 便 的 方法 来 列 出 序列 中 的 项 外 ， 生 成 函数 还 有 什么 优点 ? 答案 就 
在 这 个 有 力 的 词 “ 函 数 " 中 .生成 函数 A(x) 是 变量 x 的 函数 ， 也 就 是 说 ,可 以 代入 一 个 «的 
值 ( 如 果 幸 运 的 话 ) 得 到 一 个 4(x*) 的 值 ， 说 “如 果 幸 运 的 话 " 是 因为 ， 正 如 你 学 习 了 微 积分 后 
所 知道 的 ， 寡 级 数 并 非 对 每 个 x* 的 值 均 收敛 . 
为 说 明 这 些 想法 ， 先 考察 全 部 由 1 构成 的 似乎 不 太 有 意思 的 序列 8 


日 ”这 个 问题 只 适用 于 棱 球 迷 . 答案 在 本 章 的 最 后 ， 
所 本 章 中 ,这 些 有 趣 的 序列 以 0 开始 比 以 1 开始 更 方便 . 
昌 ” ”如果 智力 测验 要 冯 像 这 样 的 序列 中 的 下 一 项 ,那么 我 们 的 智商 都 可 以 达到 2001 
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lll ll lslss 
它 的 生成 函数 G(x) 为 


2 


C(x) =1+x+x + +X +w 十 


由 微 积分 中 的 比值 检验 法 可知， 如 果 


1 >p= lm 


正二 


= .wl., 


则 该 级 数 收 敛 ， 你 肯定 已 经 认 出 了 C(*) 是 等 比 级 数 或 几何 级 数 ， 也 可 能 记得 它 的 值 ， 但 万 
一 你 忘 了 ， 下 面 是 一 个 用 于 求 几 何 级 数 的 值 的 好 方法 . 
xG(x) = x(l +x+tr +r TXT + ) 


5 


= x tN 


= (1 +x 人 + + + +…) 一 1 


= G(x) -1. 
于 是 xG(x) = G(x) -1， 解 这 个 G(x%) 的 方程 得 
1 
G(x) = 


Te 


这 证 明了 下 述 公式 . 


几何 级 数 公 式 


1 +x tr +X +X + + 二 = 


序列 1，1，1，1，… 太 单调 乏味 了 ， 因 此 我 们 转向 自然 数 序列 0，1，2，3，…， 它 的 
生成 函数 为 
N(x) = x +2x +3x + Ax +Sx5 +6x5 + …， 
由 比值 检验 法 知 ， 如 果 
(n+ 1)x"" 


n% 


1 > p = lim =1x1， 


则 N(x) 收敛. 
我 们 想 求 一 个 N(x) 的 简单 公式 ， 它 类 似 于 G(x) 的 公式 .采取 的 方法 是 从 几何 级 数 公式 
1 


ll +x+x +X +X + + on. 
md 


出 发 ， 再 用 一 点 微 积分 知识 ， 如 果 上 式 两 边 求 导 ， 则 可 得 
a da ed 

Olt t+ (Td 0 

等 式 两 边 同 乘 > 得 


N(x) = x +2x +3x +4x +5x +6x + = 0 到 
= 


日 ”回忆 一 下 比值 检验 法 : 级 数 bo +b + 5b +… 在 比值 的 极限 p = lim 1 bi 小 于 1 时 收敛 . 
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如 果 两 边 再 求 导 并 同 乘 *， 则 可 得 序列 0，1, 4，9，16，25，… 的 生成 函 


S(x) = x +4x +9x3 +16x +25x5 + 36x 十 … ， 
b 


的 公式 ， 于 是 
dN(x) d 2 E] 4 本 zx 
和 =z 到 (5 +2x +3x ig + ) rr re 
2 
S(x) = x +4x: + Ox +16x4 +25x5 + = +” 
-(1 -x) 


现在 来 看 斐 波 那 契 序列 0，1，1，2,， 3，5，8，… 及 它 的 生成 函数 
F(x) = Fix + Fx + Fx + Fox + Foxs + Fexs + 
= N+ + + Ix + 5x + Bx + 13x + ee 
如 何 求 出 R(x) 的 简单 表达 式 ? 前 面 用 的 求 导 技巧 似乎 不 管用 ， 因 此 我 们 利用 递归 公式 
下 ，= 下 +F,.,. 
用 F,+F 代替 F， 用 +F, 代替， 如 此 下 去 ,. 可 将 Ftx) 写 成 
F(x)= Fx + Fx + Ra 十 Fx 一 Fsx’ + 
= Fx + Px + (Fs + PF)x + (F, + F,)x + (F, + PF) + 
暂时 忽略 前 两 项 ， 按 下 述 方式 重新 组 合 其 余 项 : 
这 些 项 全 在 一 起 
(Fa +m)r ?+ (Fy+ Fa)r + (Ft Fa)rs + (Fs + Fa)ze + .... 
ts 
可 得 
F(x) =Fx+ Fx + {Fx + Px + Fx + Fx +.| 
+ {Fx + Fx + Px’ + Fx + .ee). 
现在 观察 到 第 一 个 花 括 号 里 的 级 数 几 乎 等 于 开始 的 生成 函数 (x)， 更 确切 地 说 ， 它 等 
于 x*F(x).， 类 似 地 ， 第 二 个 花 括 号 里 的 级 数 等 于 xF(x) 去 掉 首 项 Fx*， 换 言 之 ， 


F(x) = Fx + Fx + {Fx + Px + | + {Px + Fx + oe) 
= Fix +t Fx +x {Fx+t Fx t+} + x{Fx + Fr + |}. 
等 了 F(z) 等 于 FCO -Pix 
由 =1，F,=1 得 


F(x) = x +r + x F(x) tx(F(x) - x) 
= x +x F(x) + xF(x). 


求解 这 个 R(x) 的 方程 可 得 下 面 的 漂亮 公式 . 


斐 波 那 契 生 成 函数 公式 


区 


x+A +2xa +3x4 +Sx5 +8x5 + = 5 
1 一 和 一 区 
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我 们 可 以 运用 斐 波 那 契 生成 函数 公式 及 微 积 分 中 学 到 的 部 分 分 式 法 来 重新 导出 第 "个 斐 
波 那 姜 数 的 比 内 公式 (定理 37. 1). 第 一 步 是 利用 二 次 公式 求 出 多 项 式 1 -* -x 的 根 . 根 为 


-1 5 
了 它 是 


的 倒数 =， 因此 可 分 解 多 项 式 为 
1-x- 和 =(1 -ax)(1 - Bx). _ 
部 分 分 式 法 的 思想 是 将 函数 一 -分 解 成 两 个 部 分 的 和 ， 
区 _ A ps 
1-x-x 1l-ax 1-Bxr’ 
这 里 需要 求 出 4 和 下 的 确切 值 ， 为 此 ， 两 边 同 乘 1 -x -x* 去 掉 分 母 得 
x= A(l -Bx)+B(l - ax). 
( 记 住 1 -x-x =(1-ax)(1l -Bx). ) 整理 得 
x= (A4+B)-(AB+ Ba)x. 
要 使 左边 的 多 项 式 x 等 于 右边 的 多 项 式 ， 必 须 使 4，8 的 取 值 满足 
OQ=A+B 
1=-AB- Ba. 
很 容易 解 这 两 个 关于 未 知 量 4 和 8 的 方程 ( 记 住 a 和 8B 是 特定 的 数 )， 求 得 
1 1 


a a 


由 Qa= (1+Y5)/2, B= (i -5)72 得 
A= a B= -起 
8 8 
综 上 所 述 ， 我们 求 得 了 部 分 分 式 的 分 解 式 
% a | _1/_ 1 
1 -x—x = 有 | (1 > 
这 样 ， 我 们 用 两 个 简单 表达 式 的 和 代替 了 复杂 函数 x*/(1 -x 一 x ). 如 果 这 是 微 积分 课本 ， 


现在 就 会 让 你 计算 不 定 积分 | [dx ， 你 会 利用 部 分 分 式 公式 计算 


| ba d 1 dx 1 dx 
一 一 一 dx= 一 | 一 过 
1 -x—x VS 1-axr Yl-Bx 


2 jog 1 = og 1 -Bx1+(C. 


V5a V5B 


但” 注意 黄金 比 (第 198 页 ) 是 如 何 突然 出 现 的 ! 这 不 霖 怪 ， 因 为 我 们 在 第 37 章 看 到 北 波 那 奥 序列 和 黄金 比 密切 
相关 . ; 
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然而 ， 这 不 是 征 积 分 课本 ， 是 数论 课本 ， 我 们 观察 到 部 分 分 式 分 解 式 中 的 两 个 部 分 可 以 


利用 几何 级 数 进行 展开 
CS =1+ax+(ax)2+(ax) +(ax) + 
1 一 ax 
1 - = 1+Br+ (Bx) + (Bx) + (Bx)" + 


于 是 可 将 函数 x/(1 -x 一 人 


re re A 


2 2-B. ,oe -6 x j 
V3 V3 V5 
但 已 知 */(1 -x- 关 ) 是 斐 波 那 契 序 列 的 生成 函数 ， 


bE 


I 
be 
— 


1] 一 一 区 
故 比较 x/(1 -x - 产 ) 的 两 个 级 数 可 得 
F, = ep F, = 人， F, = oo En 
/5 万 5 
代入 a 和 8B 的 值 ， 又 一 次 得 到 第 n 个 斐 波 那 契 数 的 比 内 公式 (定理 37.1). 


同人 


可 -( 王 本 


2 


出 现在 比 内 公式 中 的 两 个 数 分 别 近 似 等 于 


a -1 ~ 1.618034 和 B= 1 ~ -0.618034. 


注意 1 B81 <1， ue ee 特别 地 ， 
1 
已 = 离 | 最 近 的 整数 
== (0.447 213.…): x (1.618 03...)". 


例如 ， 
Fs = 55.003 636, F,s ~ 75 024. 999997 334…， 


它们 确实 非常 接近 真实 值 P。 = 55 和 Fs =75 025. 
习题 - 


41.1 (a) 求 偶数 序列 0，2, 4，6，8，… 的 生成 函数 E(x) 的 一 个 简单 公式 . 
(b) 求 奇数 序列 1，3，5，7，9，… 的 生成 函数 7(x) 的 简单 公式 . 


7 = Fix+ Fx + Fx + Fx + Fx + Fox + ***, 
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41.2 


41.3 


41.4 


41.5 


41.6 


41.7 


41.8 


41.9 


(c)E(x*) +xJ(x ) 等 于 什么 ? 为 什么 ? 
求 数列 . nD 
a, a+m, a+2m, a+3m, a + 4m,. 
的 生成 函数 的 简单 公式 ，( 车 0<a<m， 则 这 是 模 m 余 a 的 非 负 整数 列 . ) 
(a) 求 第 n 项 为 n 的 序列 ( 即 序列 0，1, 8，27，64，…) 的 生成 函数 的 简单 公式 . 
(b) 对 序列 0，1，16，81，256，… 的 生成 函数 重复 问题 (a). (该 序列 的 第 nn 项 为 n*.) 
(e) 如 果 你 有 可 进行 符号 微分 运算 的 计算 机 ， 或 者 你 乐于 用 纸 和 笔 作 大 量 计算 ， 求 第 ”项 为 天 的 序 
列 的 生成 函数 
(qd) 对 第 n 项 为 n* 的 序列 重复 问题 (c). 
设 Gx) =1+x+x +x +… 为 序列 1，1，1，1,，… 的 生成 函数 . 
(a) 计 算 短 级 数 G(x)* 的 前 五 个 系数 ， 
(b) 证 明 短 级 数 G(x)* -~ G(x) 等 于 其 他 某 个 本 章 中 研究 过 的 窜 级 数 . 
设 T(x) =x+3x* +6x +10x +… 为 三 角 数 序列 0，1,，3，6，10，… 的 生成 函数 ， 求 T(x) 的 简单 表 
本 题 考察 某 些 项 为 二 项 式 系数 (参见 第 36 章 ) 的 序列 的 生成 函数 . 


(a) 求 第 项 为 ( |] 的 序列 的 生成 画 数 的 简单 表达 式 
(p) 对 第 "项 为 > ] 的 序列 回答 同样 的 问题 
(@) 对 第 ”项 为 | 3 的 序列 回答 同样 的 问题 


(4) 对 国定 的 数 ， 作 一 猜想 ， 给 出 第 项 为 (的 序列 的 生成 函数 的 简单 表达 式 . 


(6) 证 明 (d) 中 的 猜想 正确 . . 
设 k>0 为 整数 ，D,(x) 为 序列 0+，1*，2:，3，4:，… 的 生成 函数 ， 本 章 我 们 计算 了 
1 


2 
+44X 


人 = Ds) a Ds) = 7 
习题 41. 3 中 计算 了 更 多 的 例子 ." 这 些 计算 显示 D,(x) 形 如 
D(x) = Me 
(1 -x)” 
其 中 已 (zx) 为 某 个 多 项 式 


(a) 证 明 存 在 多 项 式 Pi(x) 使 得 D,(x) 形 如 Pi(x)/A(1 -x)"**. (提示 : 对 大 用 归纳 法 . 


“(b) 对 =0，1，2,，… 列 出 P,(0) 的 值 并 作 一 猜想 ， 证 明 猜 想 正确 . 


(0) 对 P,(1) 回 答 与 (b) 中 同样 的 问题 . 

(d) 对 导数 值 Pi(0) 和 Pi(1) 重 复 (b) 和 (ce). i 

(e) 你 能 发 现 多 项 式 户 (x) 的 其 他 什么 性 质 吗 ? 

设 由 为 欧 拉 函数 ( 见 第 11 章 ) ，P 为 素数 ， 求 序列 (1)，g(p)，g(p*)， 中 (Pp) ，… 的 生成 函数 的 简 
单 公式 . 

卢 卡 斯 序列 上, 如 下 给 出 ; L =1, L=3, L,=L,.1+L,.2. 

{a) 写 出 卢 卡 斯 序列 的 前 10 项 . 

(b) 求 卢 卡 斯 序列 的 生成 函数 的 简单 公式 . 

《ce) 利 用 部 分 分 式 法 求 L, 的 类 似 于 斐 波 那 契 数 F, 的 比 内 公式 的 简单 公式 . 
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41.10 写 出 下 述 各 递归 定义 的 序列 的 前 凡 项 ， 然 后 求生 成 函数 的 简单 公式 . 
(a)al =1, a, =2，a, =5a,., -6a,.2, R=3, 4, 5, 
(b)b,=1, b,=3, b,=26,., -2b,..2, n=3, 4, 5, 
《eyecl =1，c =1，cs =1，c =4c._i+ltic_ -30c .3, n=4, 5, 6, 
41.11 利用 生成 函数 和 部 分 分 式 法 求 下 述 各 序列 的 第 ”项 的 简单 公式 ， 类 似 于 本 文中 求 得 的 辈 波 那 契 序列 
的 第 ”项 公式 . (注意 这 些 序列 就 是 上 一 题 中 的 序列 , ) 务 必 对 前 几 个 n 值 检验 你 的 结果 . 
(aa =1， as =2, a, =5a, 1 -6a ,mn=3，4，5，… 
(b)b =1，b =3，b =20。 -26 ，n=3，4，5，…( 提 示 : 可 能 要 用 复数 !) 
(c)cl =1，c: =1，cl =1，cs =4c。i +lle,, -30c,.3, n=4, 5, 6, 
41. 12 (〈a) 固 定 整数 上 >0， 设 五 (x) 是 第 项 为 久 = 的 序列 的 生成 函数 ， 用 比值 检验 法 求生 成 函数 H(x) 
的 收敛 区 间 . 
363 (b) 用 比值 检验 法 求 斐 波 那 契 序列 0，1，1，2，3，5，… 的 生成 函数 F(x) 的 收敛 区 间 . 
41.13 序列 oo，a ，a:，d ，… 有 时 也 包 在 指数 生成 函数 中 ， 
i 
11! 21! .31 4! 51 
(a) 序 列 1，1，1，1，… 的 指数 生成 函数 是 什么 ? (提示 : 你 的 答案 解释 了 为 什么 这 种 类 型 的 生成 
函数 的 名 称 中 有 指数 这 个 词 . ) 
(b) 自然 数 序列 0，1, 2，3，… 的 指数 生成 函数 是 什么 ? 
41.14 设 所 x) 为 韭 波 那 契 序列 的 指数 生成 函数 


As) = 有 + 吉 + 肌 半 + 有 新 4 用 着 +4 丽 亲 + 
(a) 求 有 x) 和 它 的 导数 (x) 及 f(x) 满足 的 关系 式 . 
(b) 求 /(x) 的 简单 公式 : 


41.15 固定 整数 N， 按 下 述 方法 生成 一 列 数 a。，a) ，as，…: 
ao =1 +2 +3 +:+NN 
a =1 +2 +3!:+:+N! 
ar=1 7 +2 +3 +.:+NV 


ay = 1 2 


求 该 序列 的 指数 生成 函数 . (我 们 将 在 第 42 章 进一步 研究 这 些 寡 和 . ) 
第 234 页 的 序列 的 解答 ”本章 开头 给 出 的 序列 
23 ,27 ,28 ,32 ,36,37 ,38 ,39 ,41 ,43 ,47 ,49 ,50 ,51 ,52 ,53 ,56 ,58 ,6 ,62 ,77 ,78 
中 紧 接 着 的 四 项 为 96，98，99 和 00， 对 那些 知道 纽约 扬 基 在 1923 ，1927，1928 , "%… ，1977 ，1978 ，, 
1996 ，1998 ，1999 和 2000 年 赢得 世界 联赛 的 人 来 说 是 显然 的 ， 那 些 不 是 扬 基 迷 的 人 也 许 宁愿 完成 
364 更 短 的 序列 03, 12, 15, 16，18， . (提示 : 最 后 二 项 前 有 86 年 的 间隔 . ) 
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第 nm 个 三 角 数 
7 =1+2+3+4+… 十 必 
是 前 n 个 整数 的 和 ， 在 第 1 章 中 我 们 用 几何 学 求 得 了 7, 的 简单 公式 
T= n(nt+ 1) 
这 个 公式 在 第 29 章 中 非常 有 用 ， 在 那里 我 们 描述 了 所 有 的 既是 三 角 数 又 是 平方 数 的 数 ， 
7, 的 公式 如 此 有 用 的 原因 是 它 将 n 个 数 的 和 表示 成 了 一 个 以 n 为 变量 的 简单 多 项 式 . 
换个 说 法 ， 设 F(X) 为 多 项 式 
F(X) = pg + 了 X， 
则 和 
1+2+3+4+… 十 玫 
可 简单 地 作为 F(n) 的 值 求 得 ， 而 乍 看 之 下 ， 这 个 和 要 我 们 将 n 个 数 相 加 . 
现 假设 不 是 将 前 个 整数 相 加 ， 而 是 将 前 个 平方 数 相 加 ， 


R=1+4+9+16+.… +n. 
我 们 对 前 几 个 值 列 了 一 张 简 表 并 寻找 模式 . 
| 
| 1 | 5 | 1 | 3 | 5s | 9% | | ao | 285 | 385 


数 R,，R,，R,，… 增 长 得 相当 快 ， 但 似乎 不 遵循 任何 模式 ， 要 看 出 怎样 才能 求 出 这 些 
数 并 不 容易 ， 我 们 将 借助 于 套 胎 求 和 法 ， 为 说 明 这 个 技巧 ， 先 看 下 述 这 个 简单 些 的 问题 ， 假 
设 要 求 和 

We Sn BE ee oe 
1 3 (mm 一 1) 


的 值 ， 对 这 个 和 ， 若 计算 前 几 个 值 ， 则 很 容易 发 现 模式 : 


于 是 我 们 猜测 5, 可 能 等 于 一， 但 和 
项 可 写成: 


入 


证 明 这 个 结论 成 立 呢 ? 关键 是 观察 到 和 的 前 几 


人 1 
fe 2” 2.3 2 
等 等 。 更 一 般 地 ， 和 的 第 i 项 等 于 


365 
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1 | 
(1 EE Fl 
因此 ，5, 等 于 
S = SE E eR 村 ik ee el 
” 1:2 2.3 3 .4 (n-1):n 


ne 2 en DA ry A sa ies 


1 
3 
li lane 从 1 开始 ， 接着 是 本， 紧 随 其 后 


的 是 -了 ， 故 这 两 项 抵消 ， 然 后 ， 紧 接着 是 -本 ， 故 这 两 项 也 可 抵消 ， 注 意 和 是 如 何 
“ 套 释 ” ve 最 终 只 剩 下 第 一 项 和 最 后 一 项 
这 证 明了 公式 
人 1 -1 -1 
n n 
现在 回 到 求 平方 和 
366 R=1 +2 +3 + +n 


的 问题 上 来 ， 我 们 观察 下 述 涉及 三 次 方 的 套 且 和: 
(n+1) =13+(2 -1)+(3 -2)+…+(n+li) -rn), 


人 利用 求 和 记号 ， 上 式 可 写成 
(n+1)’ =1+ F(t) -二 ). 
接 下 来 ， 用 二 项 式 公 式 ( 见 第 36 章 ) 将 (t+1) 展开 : 


(2+1) = 中 +3P+3i+1 
代入 套 释 和 得 (注意 六 项 抵消 了 ) 
(n+1)° eh 
将 和 分 成 三 个 独立 的 部 分 ， 
(n+1)’=1 +35F FT - 
ee 
已 知 7，= 立 ;等 于 (nm 14+n)/2 ， 故 可 解 得 
和 R -Cat+l) nly 


和 3 
_n +3n +2n n +n 
3 2 


_ 2n +3n +n 
Te 
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经 过 许多 代数 运算 ,我 们 的 努力 得 到 了 一 个 漂亮 的 公式 


ji 不 22 Ee 二 +n = ta tn 
看 看 这 个 公式 有 多 漂亮 ， 如 果 要 计算 

1 +22+32+42?+… +99992+10000? 367 
的 值 ， 可 将 10 000 项 相 加 ， 但 借助 于 R, 的 公式 ， 只 需 计 算 


. 3 . 和 
Ross = 2 10000 + 4+ 10000 + 10 000 _ 333 383335 000. 


现在 ， 做 个 深呼吸 ， 因 为 接 下 来 要 着 手 解决 对 更 大 的 值 丰 求 丰 次 寡 的 和 的 问题 . 记 
F(n) =1+22 二 3 二 
为 前 于 个 数 的 天 次 宕 的 和 . 
套 状 求 和 法 在 计算 平方 和 时 发 挥 了 很 好 的 作用 ， 对 求 更 高 宕 次 的 和 有 同样 的 作用 ， 先 看 
套 人 和 
0 A bd a 二 2 《人 《而 二 下 大 大) ， 
用 求 和 记号 表示 成 
(n+1)* =1+ F041): 8): 
如 前 ， 我 们 用 二 项 式 公式 (第 36 章 ) 将 (i+1)* 展开 
(i+t1)* = > 
最 后 一 项 ( 即 j = 上 的 那 一 项 ) 为 关 ， 因 此 与 套 状 和 中 的 六 抵消 ， 于 是 
(n+1)’ i 3 六 


=] j=0 


调整 求 和 顺序 ， 你 颇 ， 出 现 了 短 和 FCn), Fi(n),… ,Fi_i(n)， 
k—} 天 
(n+t+1)*=1+ =1+ ». F(n). 
(OPE 
这 个 式 子 似乎 涉及 了 所 有 我 们 未 知 的 量 ， 像 这 样 的 式 子 有 什么 作用 呢 ? 回答 是 它 将 每 个 
Fo(n)，F(n)，F,(n)，… 与 前 面 的 量 联系 起 来 ， 为 清楚 起 见 ， 我 们 将 和 式 中 的 最 后 一 项 ， [G68 
即 j= 上 -1 的 那 一 项 单独 列 出 ， 将 其 余 所 有 的 项 移 到 男 一 边 ， 得 


坟 ) ren) = (n+1)*-1- Bs. 


于 [, 中 = 两 边 同 除 以 上 得 递归 公式 


A at) =- } | mln). 


我 们 称 它 为 F 的 递归 公式 ,因为 它 将 每 个 所 都 用 前 面 的 项 来 表示 . 它 在 某 种 程度 上 类 似 于 
用 于 描述 斐 波 那 契 序列 (第 37 章 ) 的 递归 公式 ， 尽管 这 个 公式 明显 比 斐 波 那 契 公式 复杂 
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得 多 . 
我 们 利用 这 个 递归 公式 求 新 的 窒 和 公式 ， 在 递归 公式 中 取 上 =4 得 
_ (n+1) -1 1J14 4 14 
BA 了 4{(o rt * (jw (5)} 


由 前 面 的 工作 已 知 


2 上 3 2 
Fi(n) = 1, = Te, FN) FR, = t+ 
而 Fo(n) 显 然 等 于 
F,(n) =104+24 n=1l1+1+..…+1 二 ,元 
站 《 一 


将 Fo(n)，Fi(n) 和 FF,(n) 的 值 代入 得 


nn (em (nen) 


_ n+tdn +6n +4n+1-l -于 人 4+tn ,2 +3m .| 
4 4 2 6 
2212 + 
人 
于 是 
4 3 2 
Fn) = tt 
例如 ， 
10 000” + 2 .10 000? + 10 000? 
4 


= 2 500 500 025 000 000. 
赛 和 的 递归 公式 很 漂亮 ， 因 此 我 们 以 定理 的 形式 记录 下 来 
定理 42.1( 宕 和 定理 ) 设 k0 为 整数 ， 存 在 大 未 1 次 多 项 式 ' 玉 (下 ) 使 得 
Fi(n) =1 +2 +3 +t tn n=1,2,3,., 
这 些 多 项 式 可 由 递归 公司 


1 +27+3 3 +4 +…+10000:= 


k-2 


人 -+ (rn 


Fi (X) ~ 
计算 . 
证 明 上 面 我 们 证 明了 老 和 可 由 递归 公式 计算 .由 递归 公式 易 知 寡 和 为 多 项 式 ， 因 为 每 
个 相继 的 宕 和 都 是 多 项 式 忆 二 加 上 一 些 它 前 面 的 寡 和 的 倍数 
余下 的 只 需 证 明 F(X) 的 次 数 为 +1， 我 们 采用 归纳 法 ， 首 先 ， 注 意 到 瓦 (X) =X,， 次 
数 为 1， 现 假设 已 (X) 的 次 数 为 h+1,， =0，1，2;…，,m ~1， 换 言 之 ,假设 已 经 对 小 于 m 
的 所 有 值 上 都 完成 了 证 明 ， 在 递归 公式 中 取 k=m +1 计算 得 


委 和 和 245 


(X+1)" -1 1 Cm+l 
| jz0， 
第 一 部 分 形 如 1 
C+D™ -1 1 mn， Rs 
m+.l m+l 


一 方面 ， 由 归纳 假设 ， 对 每 个 i=0，1，…， m1， 可 知 F,(X) 的 次 数 为 i+1， 故 和 式 中 
的 多 项 式 的 次 数 至 多 为 m， 这 说 明 第 一 部 分 中 的 X”"“' 不 会 被 其 他 任何 项 抵消 ， 因 此 F, (XX) 
的 次 数 为 m +1， 归纳 证 毕 . 口 
我 们 计算 了 寡 和 多 项 式 


F(X) = pe + XX), 


F,(X) = x + 3X? + X), 


F(X) = (x + 2X° + X?). 


现在 该 计算 按 下 页 的 几 个 筹 和 多项式 了 ， 转 到 习题 42.2， 阐 用 递归 公式 计算 F(X) 和 Fs(X). 
一 定 要 验证 你 的 答案 . 
下 面 给 出 了 后 面 几 个 需 和 多 项 式 . 


F(X) = 方 (SX + 21X° +21X’ - 7X +X) 

F,(X) = 3X + 12X7 + 14X° -7 到 + 2X?) 

F(X) = S610 + 45X° + 60X’ -428 + 20X’ — 3X) 
F,(X) = 志 (27 + 10X° + 15X° ~ 14X° + 1084 -3 和 2) 


Fio(X) = 2 (6X" +33X" + 55X? -~ 66X’ + 66X - 33X? +5X) 
可 以 利用 这 些 结果 寻求 模式 ， 并 验证 猜想 . 
三 维 数 模型 


在 数论 和 几何 学 的 工作 中 ， 我 们 已 经 研究 了 各 种 数 的 模型 ， 比如 三 角 数 和 平方 数 (第 1、 
2 章 ) 甚 至 五 角 数 (习题 29.4). 三 角形 、 正 方形 、 五 边 形 都 是 平面 图 ， 即 它们 可 以 位 于 一 个 
平面 上 . 而 我 们 生活 在 三 维 空间 中 ， 所 以 该 看 看 三 维 数 模型 ， 我 们 将 建立 以 三 角形 为 底 的 棱 
锥 ， 如 图 42. 1 所 示 . 
这 种 立体 模型 的 数学 术语 是 四 面体 ， 定 义 第 nn 个 四 面 数 为 n 层 四 面体 中 点 的 个 数 ， 并 令 
T, = 第 n 个 四 面 数 . 
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如 图 42. 1 所 示 ， 我 们 有 


图 42.1 四 面 数 T, =4，T, = 10，T, = 20 


该 图 说 明了 四 面 数 是 如 何 形成 的 . 

Tl 

T= 4e1+3, 

T=10=1+3+56, 

T =20=1+3+46+10. 
要 构成 第 五 个 四 面 数 ， 我 们 需要 在 前 一 个 四 面体 的 底部 再 加 一 个 三 角形 ， 换 言 之 ， 要 对 前 一 
个 四 面 数 加 上 下 一 个 三 角 数 ， 如 果 还 不 清楚 ， 看 看 T, 是 怎样 由 前 四 个 三 角 数 (1, 3，6，10) 
相 加 而 得 的 ， 因 此 ， 要 得 到 Ts， 可 令 T, 加 上 第 五 个 三 角 数 7; =15 ， 可 得 . 

Ts = T+7T, = (1l1+3+6+10) +15 = 35. 
一 般 地 ， 第 个 四 面 数 等 于 前 ”个 三 角 数 之 和 : 

T, = 了 7 +21 +7 +…+ 了 . 

已 知 第 m 个 三 角 数 了 为 


故 相 加 可 求 T, 的 公式 
n 总 ， 让 I n 
T= 了 = 了 下 i 
请 


为 完成 计算 ， 我 们 利用 寡 和 公式 ， 特 别 是 前 个 平方 数 之 和 的 公式 ， 可 得 
nm _ 11/2m+3m+n lm+n mm+3n +2n 
和 


2 2 


有 趣 的 是 ， 四 面 数 可 分 解 成 
T, = 
于 是 第 n 个 三 角 数 和 第 n 个 四 面 数 可 利用 二 项 式 系数 表示 成 


(| 


n(n+1)(n+2) 
Rs 


n+2 


换言之 ， 第 ”个 二 维 棱锥 ( 三 角形 ) 有 | ”个 点 ， 第 个 三 维 楼 锥 ( 四 面体) 有 | 3 


人 


等 和 247 


你 认为 填 满 一 个 四 维 棱锥 需要 多 少 个 点 呢 ? 
习题 


42.1 本 章 中 我 们 用 套 登 和 证 明了 S,= 了 +71 了 + 了 4145+ 


2 .3 3 .4 4 .5 CT 
这 个 公式 的 不 同 证 明 . 
42.2 (a) 用 递归 公式 求 多 项 式 F(X)， 一 定 要 通过 计算 已 (1) ， FR,(2) 和 F,(3) 验 证 你 的 答案 ， 证明 它 们 
分 别 等 于 1, 1+2”=17 和 和 1+2* +3” =98. 
(b) 求 多 项 式 F(X) 并 像 (a) 中 一 样 加 以 验证 . 


42.3 (4) 证 明 F,(X) 的 首 项 系数 为 > 二 ， 换 言 之 ， 证明 F(X) 形 如 


等 于 用 归纳 法 给 出 


F(X) = Ei” + GR + RY os 


(b) 试 求 多 项 式 F(X) 的 下 一 个 系数 ( 即 Y 的 系数 ) 的 类 似 公式 . 

(c) 求 多 项 式 F(X) 的 "项 的 系数 公式 . 
42.4 (a)F(0) 的 值 为 多 少 ? 

(b)F( 一 1) 的 值 为 多 少 ? 

(c) 利 用 (b) 证 明 : 如 果 p 为 素数 ， 则 

1 +2 + +(p-1)"=0(modp). 

(d) Ar( -1/2) 的 值 为 多 少 ? 更 确切 地 ， 尝 试 找 出 一 大 类 下 值 ， 由 它们 猜 出 (并 证 明 )F,( -1/2) 的 值 . 

42.5 证明 著名 等 式 
(1+2+3+…%w+n)z=13+23+33+… +ni. 

42.6 多 项 式 F,(X) 的 系数 为 有 理 数 ， 我 们 想 乘 以 某 个 整数 来 去 除 所 有 的 分 母 ， 例 如 


F(X) = 六 六 + 六 六 F,(X) = 地 人 + 六 六 + 训 六 ， 


2 6 
所 以 2. F(X) 和 6 F(X) 的 系数 均 为 整数 . 
(a) 证 明 
(k+1)!. F(X) 
的 系数 为 整数 . 
(b) 由 本 章 的 例子 易 见 (k+1)! 通常 比 去 除 F(X) 中 系数 的 分 母 所 和 需 的 数 大 得 多 ， 你 能 找 出 分 母 的 
模式 吗 ? 


42.7 ”以 正方 形 为 底 的 二 层 楼 锥 需 严 (m) 个 点 ， 因 此 F,(n) 是 第 n 个 正四 棱锥 数 . 第 29 章 中 我 们 发 现 了 很 
多 既是 三 角 数 又 是 平方 数 的 数 。 寻找 既是 四 面 数 又 是 正四 棱锥 数 的 数 . 你 认为 这 样 的 数 有 有 限 多 个 
还 是 无 限 多 个 ? 
42.8 (a) 求 前 个 四 面 数 的 和 
T +T +T +…+ 了 . 
《b) 将 Ca) 中 的 答案 表示 成 一 个 二 项 式 系数 ， 
《ce) 试 理解 并 解释 下 述 命题 :“T +T +… +T, 为 在 四 维 空间 中 构成 一 个 棱锥 所 需要 的 点 数 ." 


! 2 
42.9 第 n 个 三 角 数 7 等 于 二 项 式 系数 ( ”> ) 第 "个 四 而 数 T, 等 于 二 项 式 系数 ("3 ) 这 意味 者 公式 
T, =T, +7 +…+7: 可 用 二 项 式 系数 表示 为 


GH (east es 
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3 


2 
(a) 对 n=5， 用 帕斯卡 三 角形 ( 见 第 36 章 ) 说 明 这 个 公式 ， 将 数 { ?] ， 2 


),… (2) 回 起来， 并 将 它 


7 
们 的 和 | 3 ] 杠 起 来 
(b) 用 二 项 式 系数 表示 公式 1+2+… +n=7T,， 并 对 n=5 用 帕斯卡 三 角形 像 (a) 中 那样 进行 说 


we 


7 r+l 
(0) 推 广 这 些 公式 ， 用 二 项 式 系数 表示 二 项 式 系数 ( "]， | ) … 之 和 . 


(d) 证 明 (ce) 中 的 公式 正确 . 
42.10 〈 针 对 懂 微 积分 的 学 生 ) 设 多 项 式 P,(x) 为 
P(x) =1+x+2 +X t+ 


n=l 


接着 令 
P(x) = 主 (xP,(*))， P(x) = 于 (zPi(z) ) ,等 等 . 


(a)P,(x) 等 于 什么 ? P,(1) 的 值 为 多 少 ? (提示 : 答案 中 有 些 东 西 要 用 本 章 的 内 容 来 做 . ) 
(b) 多 项 式 Pu(x) 为 在 第 14 章 中 用 过 的 几何 和 ， 回 忆 几 何 和 的 公式 为 P,(x) ={x" -1)《x-~-1)， 至 
少 要 求 * 关 1， 求 极限 


并 验证 它 的 值 与 P,(1) 相 同 . (提示 : 利用 洛 必 达 法 则 . ) 
(c) 通 过 微分 求 P,(x)， 


nn -A 


(d) 求 (c) 中 的 公式 在 x 一 1 时 的 极限 ， 说 明 为 什么 它 给 出 了 1+2+… +n 的 值 的 新 证 明 . 
(e) 对 (c) 中 的 公式 ， 重复 (c) 和 (d), 求 P,(x) 和 和 x1 时 P,(x) 的 极限 . 
( 们 对 (e) 中 的 公式 ， 重复 (c) 和 (d), 求 P;(x) 和 x 一 1 时 P(x) 的 极限 . 
42.11 ”对 同 定 的 整数 k=0, 设 忆 (na) =1*+2'+… +n' 为 本 章 研究 的 短 和 ， 设 
A(x) = 序列 (0) ,FP(1) ,Fi(2),F(3),… 的 生成 函数 
= F(1)x + F(2)x + F(3)x 于 
B(x) = 序列 0,1' ,2”,3*,… 的 生成 函数 
= + + 3 +4 + 
求 有 关 A(x) 和 B(x) 的 简单 公式 . 
42.12 (第 二 类 ) 斯 特 林 数 定义 为 满足 下 述 多 项 式 等 式 的 整数 S(k, ]) : 
x+ = Vs) sl -1)(x -2)…(x -j+1). 
了 = 
例如 ， 取 大 =1 得 
x=3S(1,0) +S(1,1)xz， 故 S(1,0) =0，5S(1,1) = 1. 
类 似 地 , 敌 上 =2 得 
x* = 5(2,0) + S(2,1)x +S(2,2)x(z -1) 
= S$(2,0) + (S(2,1) - S(2,2))xz + S(2,2)x?， 
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因此 
8(2,0) =0, 5(2,1) = 1, $8(2,2) =1. 
(a) 对 j=0,，1,，2, 3 求 5(3, 门 的 秆 ,对 J7=0，1,， 2,， 3,， 4 求 5(4, 站 的 值 . 
(b) 证 明 斯 特 林 数 满足 递归 公式 
S(k+1,7) = S(k,j -1) +jS(k,)). 
(c) 证 明 斯 特 林 数 由 下 述 公式 给 出 : ” 


人 
S07) = TE 
42.13 证 明 : 利用 上 题 中 定义 的 斯 特 林 数 可 以 给 出 下 述 上 次 短 之 和 的 明确 的 公式 
天 和 
+2++tr 末 Cn 0 0, 


js0 


第 43 章 三 次 曲线 与 顶 圆 曲线 


我 们 已 研究 过 几 种 不 同类 型 的 多 项 式 方程 的 解 ， 这 些 方程 包括 : 
了 + 六 = ZY 色 股 数组 方程 (第 2.3 章 ) 
x + = 四 次 费 马 方程 (第 28 章 ) 
x -Dy =1 佩 尔 方程 (第 30,.32 与 40 章 ) 
它们 都 是 丢 番 图 方程 的 例子 ， 一 个 丢 番 图 方程 是 一 元 或 多 元 多 项 式 方 程 ， 我 们 要 寻求 它 的 整 
数 解 或 有 理 数 解 ， 例如， 在 第 2 章 中 我 们 证 明了 色 股 数组 方程 的 两 两 互 素 的 整数 解 由 下 述 公 
式 表 示 : 
X=, Y= le Ws 


在 第 28 章 中 我 们 讨论 四 次 费 马 方程 时 得 到 了 不 同 的 结论 : 四 次 费 马 方程 无 满足 xyz 关 0 的 整 
数 解 ， 另 一 方面 ， 佩 尔 方 程 有 无 穷 多 组 整数 解 ， 在 第 32 章 中 我 们 证 明了 每 组 这 样 的 解 可 由 
基本 解 的 寡 获 得 . 
在 下 面 儿 章 中 将 讨论 一 类 新 的 由 三 次 多 项 式 给 出 的 丢 番 图 方程 ， 我 们 对 其 有 理 数 解 尤 其 
感 兴趣 ,但 也 讨论 整数 解 与 “ 模 p" 的 解 ， 二 次 丢 番 图 方程 现 已 被 数学 家 透彻 地 了 解 了 ,但 三 
次 方程 已 经 提出 很 难 的 作为 当今 研究 课题 的 问题 ， 令 人 吃惊 的 是 ， 怀 尔 斯 利用 三 次 方程 证 明 
了 n 宇 3 时 费 马 方程 x+》 =z" 没有 满足 xyz 天 0 的 整数 解 . 
我 们 将 研究 的 三 次 方程 叫做 椭圆 曲线 5， 椭 圆 曲 线 由 形 如 
yy = +ax +hbr+t+e 
的 方程 给 出 ， 其 中 a， 5， 是 给 定 的 ， 我们 要 寻找 满足 方程 的 有 序数 对 (x*，y). 下 面 是 三 个 
椭圆 曲线 的 例子 : 
: Ei:y =x +17, Ey = x +x, E:y = x <4d4x +16. 
曲线 El ，E,，E, 如 图 43. 1 所 示 . 在 接 下 来 的 几 章 中 为 阐明 一 般 理 论 我 们 将 多 次 用 到 这 三 个 
例子 . 
正如 已 经 提 到 的 那样 ， 我 们 将 研究 有 理 数 解 、 整 数 解 及 模 索 数 p 的 解 ， 上 述 三 个 例子 都 
有 整数 解 ， 例 如 : 
E, 有 解 (-2,3),(-1,4) 与 (2,5)， 
E, 有 解 (0,0) ， 
ZE 有 解 (0,4) 与 (4,4). 


我 们 用 尝试 法 找 出 这 些 解 。 换 句 话 说 ， 对 小 数值 的 x 验证 x + ax? + bx +c 是 否 为 完全 平方 . 


日 不 同 于 常规 的 理解 ， 椭 圆 曲 线 不 是 椭圆 ， 回 忆 一 下 椭圆 酷似 挤 扁 了 的 贺 ， 这 与 图 43. 1 中 给 出 的 椭圆 曲线 形状 
完全 不 同 ， 视 贺 曲 线 是 数学 家 试图 计算 椭圆 周 长 时 首次 出 现 的 ， 那 时 它们 就 有 了 不 其 相宜 的 名 称 ， 它 的 更 精确 
但 不 那么 悦耳 的 名 称 为 一 维 阿 贝尔 簇 . 
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类 似 地 ， 通 过 验证 x 的 一 些小 的 有 理 数 值 ， 我 们 发 现 E, 有 有 理 数 解 (1/4，33/8)， 怎 样 造 出 
更 多 的 解 呢 ? 


五 :82 =z3 二 17 本 :所 =2Z3+z Es:y =73— 4r?+16 


图 43.1 三 个 具有 代表 性 的 椭圆 曲线 图 


本 章 的 主题 是 几何 与 数论 的 相互 影响 . .在 第 3 章 中 这 一 思想 已 初 露 端倪 ， 在 那里 我 们 用 
几何 中 的 直线 与 圆 来 求 勾 股 数组 ， 简 单 地 说 ， 在 第 3 章 中 取 一 条 通过 单位 圆 上 的 点 ( -1， 
0) 的 直线 ， 然 后 考察 它 与 单位 圆 的 另 一 个 交点 .如 果 所 取 直 线 的 斜率 为 有 理 数 ， 那 么 第 二 
个 交点 的 两 个 坐标 也 是 有 理 数 . 这 样 就 通过 点 ( -1，0) 的 直线 造 出 许多 具有 有 理 坐 标的 新 
点 ， 我 们 将 使 用 同样 的 方法 来 求 椭圆 曲线 上 许多 具有 有 理 坐 标的 点 (这 种 点 也 简称 为 有 理 
点 ). 

我 们 试 着 把 上 述 思 想 应 用 于 椭 贺 曲线 : y =x +17， 画 一 条 通过 点 P=( -2，3) 的 直 
线 ， 再 看 它 与 E, 的 其 他 交点 . 例如， 斜率 为 1 的 直线 的 方程 为 


y-3=%x+2. 
为 求 这 条 线 与 E, 的 交点 ， 把 y=x+5 代 人 5, 的 方程 ， 然 后 去 解 x. 
y =x” +17 E, 的 方程 
(x +5)2 =x: +17 把 直线 方程 代 人 


0 = 和 -和 -10r -8 化 简 方程 
你 可 能 不 知道 怎么 去 解 一 元 三 次 方程 >, 但 本 例 中 我 们 已 知道 它 的 一 个 解 了 ， 椭 圆 曲 线 E， 
与 直线 都 通过 点 P=( -2, 3),， 故 x= -2 是 一 个 根 . 于 是 ， 可 把 三 次 多 项 式 分 解 成 
x -x -10x-8= (x+2)(x -3x -4). 
现在 可 使 用 求 根 公 式 解 出 方程 x*” -3x -4=0 的 两 个 根 x = -1 与 x=4. 将 这 些 值 代入 直线 方程 
y =x+5 就 给 出 新 交点 ( -1，4) 与 (4，9) 的 纵 坐 标 ， 可 以 验证 这 些 点 的 确 满足 方程 多 =x +17. 


日 ”实际 上 一 元 三 次 方程 有 求 根 公式 ， 尽 管 比 起 一 元 二 次 方程 的 求 根 公式 复杂 得 多 ， 求 解 方程 x + Ax? + Bx+C=0 
的 第 一 步 是 作 替 换 *=t-x/3， 进 而 得 到 缺 二 次 项 的 关于 :的 方程 +pt +g=0. 这 个 方程 的 一 个 根 由 卡 丹 诺 


(Cardano) 公式 

Pay -g/2+ Vg /4 +p3/27 + -gqg/2- Vg'/4 + pi/27 
给 出 ， 还 有 关于 一 元 四 次 方程 的 更 复杂 的 求 根 公 式 ，19 世纪 初 阿 贝尔 与 个 罗 瓦 证 明 对 一 般 的 S 次 或 更 高 次 的 方 
程 没有 类 似 的 求 根 公式 .这 一 结果 是 现代 数学 的 巨大 成 就 ， 由 此 发 展 起 来 的 工具 在 代数 与 数论 中 仍 很 重要 ， 


377 
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上 述 方法 似乎 很 好 ， 我们 再 试 一 个 例子 ， 假 如 取 通 过 点 P=( -2, 3) 且 斜率 为 3 的 直 
线 ， 那么 该 直线 有 方程 
y-3=3(x+2),， 即 y = 3x+9. 
把 y=3x+9 代入 5, 的 方程 并 进行 有 关 计 算 . 


- y =x +17 E, 的 方程 
(3x +9)2 =xa +17 代入 y = 3x+9 
0 =x’ -9x ~ 54x - 64 展开 并 合并 同类 项 


0 =(x+2)(x -1ix--32) ”分解 出 已 知 根 
同 前 面 一 样 ， 可 求 出 方程 x* -11x -32 =0 的 根 
11 土 V249 
一 人 一 


不 幸 的 是 这 不 是 我 们 希望 的 解答 ， 因 为 我 们 要 找 的 是 上 具有 有 理 坐 标的 点 . 
是 什么 引起 这 样 的 间 题 ? 假设 我 们 画 一 条 斜率 为 m 且 通 过 P=(-2， 3) 的 直线 工 并 要 
求 出 它 与 E, 的 交点 ， 直 线 工 由 方程 
L:y~3 = m(x +2) 
给 出 ， 要 求 出 它 与 5, 的 交点 ,把 y=m(x +2) +3 代 入 的 方程 并 解 x. 
y =x +17 
(m(x +2) +3)” =x +17 
0 =x3 — mx’ - (4m’ + 6m)x - (4m’ + 12m -8). 
2 = -2， 故 方程 化 为 
= (x +2) (x - (m: +2)x - (2m’ .+ 6m -4)). 
与 期 望 的 不 一 样 ， eter 
”使 用 通过 已 知 点 的 直线 来 产生 新 交点 的 思想 似乎 遇 到 了 障碍 .正如 在 数学 甚至 生活 中 经 
常 发 生 的 那样 ， 回 过 头 来 用 更 宽广 的 视角 来 考察 将 有 助 于 克服 障碍 .在 目前 情况 下 我 们 的 问 
题 是 有 个 三 次 多 项 式 并 知道 它 有 个 有 哩 根 ， 但 另 两 个 来 自 二 次 方程 的 根 未 必 是 有 理 根 . 怎样 
才能 迫使 二 次 多 项 式 有 有 理 根 呢 ?回想 一 下 第 3 章 中 ， 如 果 一 个 (有 理 系数 ) 二 次 多 项 式 有 
一 个 有 理 根 ， 那 么 另 一 个 根 也 是 有 理 根 . 换 句 话说 ,我 们 要 迫使 原来 的 三 次 多 项 式 有 两 个 有 
理 根 ， 从 而 保证 第 三 个 根 也 是 有 理 根 . 
这 把 我 们 引导 到 问题 的 关键 所 在 .原来 的 三 次 多 项 式 有 一 个 有 理 根 ， 因 为 我 们 选 的 是 通 


三 次 曲线 与 硼 国 曲线 253 


过 点 了 =( -2，3) 的 直线 ， 从 而 确保 了 x = -2 为 根 ， 要 使 三 次 多 项 式 有 两 个 有 理 根 ， 则 应 
该 选 一 条 已 经 经 过 椭圆 曲线 ,上 的 两 个 有 理 点 的 直线 . 
我 们 用 例子 来 阐述 这 个 思想 ， 从 椭圆 曲线 

E:y =x +17 
土 的 两 个 有 理 点 P=( -2, 3) 与 0 =(2, 5) 出 发 ， 连接 P 与 8 的 直线 有 斜率 (5 -3)/(2 - 
(2)) =1/2， 故 它 的 方程 为 

y = x+4. 380 
代入 到 五 的 方程 就 给 出 


= +17 
(+ 4) =x’ +17 
2 
0 = 和 Nh 
= 4 bp 


这 样 必 有 根 x = -2 与 x=2， 故 方程 化 为 
= (x -2)(x +2)( -了 


注意 第 三 个 根 * = 二 确实 是 个 有 理 数 ， 将 它 代入 直线 方程 求 得 相应 的 y 坐 标 y =337/8. 概括 地 


说 ,通过 取经 过 两 个 已 知 解 ( -2，3) 与 2，5) 的 直线 ， 我 们 发 现 本 
圆 曲 线 上 第 三 个 有 理解 (1/4，33/8)， 这 个 过 程 体现 在 图 43.2 中 : ， Ca.3) 

现在 我 们 试 着 从 新 的 解 (1/4 ，33/8) 出 发 重复 上 述 过 程 ， 如 果 
画 条 经 过 ( -2，3) 与 (1/4，33/8 ) 的 直线 ， 则 它 与 E, 的 第 三 个 交 
点 为 (2，5) ， 这 样 就 又 回 到 了 起 点 ， 我 们 似乎 再 次 受阻 ， 但 一 个 
简单 的 观察 又 能 帮助 我 们 继续 前 进 ， 这 个 简单 的 观察 就 是 如 果 (x， 
7) 是 椭圆 曲线 E, 上 的 点 ， 则 点 (*，-y) 也 在 E, 上 ， 由 ,关于 
轴 的 对 称 性 ( 见 图 40.2) 可 明显 看 出 这 一 点 .于 是 我 们 可 取 新 点 图 43.2 利用 两 个 已 知 点 
(1/4，33/8) 的 对 称 点 (1/4，- 33/8)， 然后 使 用 通过 (1/4， .去 发 现 新 点 
-33/8) 与 ( -2, 3) 的 直线 来 重复 上 述 过程 ， 这 条 直线 的 斜率 为 | 381 
-19/6, 方 程 为 y= -19x/6 -10/3， 代 入 E, 的 方程 ， 最 终 得 到 三 次 多 项 式 

2 8612 _190。, 53 


ET 
的 根 ， 已 有 的 两 个 根 为 1/4 与 -2， 因 此 可 以 由 {* -于 ](=* +2) 将 三 次 多 项 式 分 解 并 求 出 其 
他 的 根 ， 


(1/4, 33/8) 


这 给 出 第 三 个 根 x =106/9， 将 它 代 入 直线 方程 得 y = -1097/27.， 因此 我 们 已 发 现 E,: y = 
x +17 上 的 一 个 新 点 (106/9 ， - 1097727 ). 
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继续 上 述 过 程 ， 就 会 发 现 越 来 越 多 的 有 理 点 .事实 上 ， 正 如 佩 尔 方程 那样 ， 我 们 得 到 无 
穷 多 个 具有 有 理 坐 标的 点 ， 对 于 佩 尔 方程 ,我们 已 证 明 所 有 的 解 可 由 单一 的 最 小 解 取 寡 获 
得 .已 上 具有 有 理 坐 标的 点 也 都 可 从 两 个 点 己 与 @ 出 发 获得 ， 具 体 来 说 ， 先 用 连接 P 与 0 
的 直线 去 找 出 新 的 交点 ， 再 取 新 交点 关于 * 轴 的 对 称 点 ， 画 出 通过 已 知 点 的 新 直线 去 找 新 交 
点 ， 再 取 它 关于 * 轴 的 对 称 点 ， 如 此 进行 下 去 .正如 佩 尔 方程 的 每 个 解 可 通过 将 简单 规则 反 
复 应 用 于 基本 解 而 获得 那样 ，E, 上 具有 有 理 坐 标的 点 也 可 以 这 样 获得 : 从 两 个 点 出 发 ， 反 
复 应 用 一 个 简单 的 几何 过 程 。E, 的 无 穷 多 个 有 理解 可 由 一 个 有 限 生成 集 衍生 出 来 这 个 事实 
是 下 述 著 名 定理 的 特例 . 

定理 43.1( 莫 德尔 定理 ， 莫 德尔 (工本 Mordell) ，1922) 设 椭圆 曲线 忆 由 方程 

E:y” = x +ax thx+e 
给 出 ， 其 中 a,，b, c 为 整数 且 判 别 式 
A(E) =-4a’c +a’b’ -4b’ -27c’ + 18abec 
非 零 9S， 则 有 已 上 的 有 限 个 有 理 点 
P = (57i)， P, = (zy72)，… 忆 = (x,,7,), 
使 得 E 上 所 有 有 理 点 都 可 从 这 了 T 个 点 出 发 ， 运 用 下 述 办 法 获得 : 取 通 过 一 对 已 知 点 的 直线 ， 
找 出 它 与 互 的 第 三 个 交点 ， 将 其 关于 x 轴 的 对 称 点 作为 一 个 新 点 . 

莫 德 尔 在 1922 年 证 明了 他 的 这 个 定理 .遗憾 的 是 证 明太 复杂 ， 这 里 不 能 给 出 全 部 细节 ， 
但 下 述 莫 德尔 证 明 的 概要 表明 这 个 证 明 本 质 上 是 费 马 降 阶 法 . 

(1) 第 一 步 是 列 出 上 有 有 理 坐 标的 一 些 “ 小 ”点 P,P,,，…, P,. 

(2) 下 一 步 是 证 明 如 果 有 理 点 Q 不 在 上 述 列表 中 ， 则 可 选取 一 个 已 使 得 通过 P, 与 0 的 
直线 与 的 第 三 个 交点 0' 比 0* 小 ”. 

(3) 重 复 上 述 过 程 得 到 一 列 越 来 越 小 的 点 0，Q'，Q”"，Q”，…， 并 证 明 这 列 点 变 得 足够 
小 ， 最 终止 于 原来 列表 中 的 某 个 已 . 

这 类 似 于 对 佩 尔 方程 的 处 理 ， 我 们 证 明 过 佩 尔 方程 的 任 一 大 解 总 是 一 个 较 小 解 与 最 小 解 
的 乘积 ， 当然， 椭圆 曲线 上 有 理 点 的 “大 ”与 “小 "的 含义 还 暂 不 清楚 . 要 完成 证 明 ， 莫 德 
尔 不 得 不 先 解决 大 小 的 含义 等 问题 . 

我 们 先 来 考察 一 下 已 的 一 些 有 理解 . 从 P, =( -2, 3) 与 P,=( -1, 4) 出 发 ， 通 过 P 
与 P, 的 直线 与 有 第 三 个 交点 ， 把 它 关 于 x 轴 的 对 称 点 记 为 P,， 再 取 通 过 PP, 与 P, 的 直 
线 ， 将 它 与 E, 的 第 三 个 交点 关于 x* 轴 的 对 称 点 叫做 P,。 利 用 通过 P, 与 Ps 的 直线 又 可 类 似 
地 得 到 点 P;:， 如 此 进行 下 去 .下面 是 前 几 个 已,.， 正 如 读者 将 看 到 的 ， 这 些 数 迅 速 地 变 得 越 
来 越 复杂 . 

P, =(-2,3)，P, =(-1,4)，P, = (4, -9), P, = (2,5), 
Pp, Do ,= {( 坚 ， 7), 2 a Ee 462 
4 8 961 ’ 29791 


日 ”如 果 A(E) =0， 则 三 次 方程 2 +ax? +bx+c=0 有 二 重 根 或 庄重 根 ， 从 而 曲线 下 或 者 自 相交 或 者 有 尖 点 (参看 


习题 43.7)， 我 们 继续 研究 椭圆 曲线 时 判别 式 A(E) 会 以 不 同形 态 出 现 . 
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p = |S 21 ee P = (~9776276 | 
8。 \ 人 289 ' 4913 站 6145 441 "15 234 548 239/° 
PP = 角色 742 218 -215 0 062505) 
时 607 770 409 ” 14 983 363 893 077 
我 们 最 好 用 量化 的 方式 来 度量 这 些 点 的 “大 小 ”. 办 法 之 一 是 观察 x 坐标 的 分 子 与 分 母 ， 换 
旬 话 说 ， 如 果 把 已 , 的 坐标 写成 既 约 分 数 


P. = (个 )， 


383 


则 可 定义 已 , 的 度量 9 为 
h(P,) = max|1 4,1,1B,.1}(1 4,1 与 1B,1 中 较 大 者 ). 
例如 : 
h(P) = max{l -21,111} =2, 
h(P,) = max{! - 22281, | 9611} = 2228. 
表 43. 1 中 给 出 了 前 20 个 P, 及 其 度量 h(P,). 


表 43.1 E, 上 点 P, 的 度量 


n 

1 2 

2 1 

3 4 

4 2 

5 4 

6 106 

7 2228 

8 76271 

9 9776276 

10 3497742218 

11 1160536538401 

12 1610419388060961 

13 43923749623043363812 

14 102656671584861356692801 

15 18531846858359807878734515284 

16 370183335711420357564604634095918 

17 125067940343620957546805016634617881761 

18 14803896396546295880463242120819717253248409 
19 41495337621274074603425488675302807756680196997372 


83094719816361303226380666143399722139698613105279866991 


你 从 表 43. 1 中 看 出 某 种 模式 了 吗 ? 家 中 具体 的 数值 似乎 无 模式 可 循 ,但 凝视 这 张 表 时 
请 试 着 往 回 看 与 上 下 看 .把 这 些 数 想 象 成 黑色 的 长 方形 并 考察 黑白 两 块 区 域 的 分 界线 .， 似 曾 
相识 吧 ? 如 果 不 是 ， 再 看 表 43.2， 它 将 表 扩 展 到 n<50， 其 h(P,) 的 十 进 制 位 数 被 黑色 的 长 
方形 代替. 


外 ”我们 这 里 所 说 的 度量 在 数学 上 的 正式 术语 为 “高 ” 
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~ 表 43.2 E 上 点 P, 的 度量 


黑白 两 块 区 域 的 分 界线 很 像 一 条 抛物 线 ， 这 意味 着 h(P,) 的 位 数 大 约 为 cn*， 其 中 c 为 
某 个 常数 ， 使 用 更 高 深 的 方法 可 以 证 明 c 大 约 为 0.19749. 换 句 话说 ， 对 大 的 n 值 ， 
h(P,) 的 位 数 = 0. 1974n’， 


h(P,) ~ 10" 94 ~ 1.574". 
把 这 与 我 们 在 第 30 章 求 得 的 佩 尔 方程 的 解 相 比 具有 启发 性 ， 我 们 证 明 过 佩 尔 方程 x** -27 =1 
的 第 n 个 解 (x,，7,) 中 | 


让 了 x 5. 828 43". 
佩 尔 方程 的 解 与 椭圆 曲线 上 点 的 度量 都 旦 指数 式 增长 ， 但 后 者 增长 更 快 . 
习题 


43.1 对 椭圆 曲线 E,; 和 =x? +17 上 下 述 每 对 点 ， 利 用 连接 它们 的 直线 来 求 出 8, 上 具有 有 理 坐 标的 新 点 . 
(a) 点 ( -1, 4) 与 (2, 5) 
(b) 点 (43，282) 与 (52，--375) 
(ec) 点 ( -2, 3) 与 (19/25, 522/125) 。、 
43.2 ”椭圆 曲线 E: y =x? +x-1 有 有 理 点 P=(1, 1) 与 0=(2，-3). 
(a) 利 用 连接 P 与 0 的 直线 来 求 出 互 上 新 的 有 理 点 R. 
(b) 设 R' 是 R 关 于 x 轴 的 (反射 ) 对 称 点 ( 即 尺 =(x, yY) 时 R'=(x，-y)). 利用 通过 P 与 R' 的 直线 来 
求 出 E 上 新 的 有 理 点 5. 
(ec) 类 似 于 (b) ， 但 利用 通过 @ 与 R' 的 直线 来 求 出 上 新 的 有 理 点 7 
(d) 设 5 是 (b) 中 求 出 的 点 ， 再 设 5' 为 5 关于 轴 的 对 称 点 . 如果 利 用 通过 书 与 8 的 直线 ， 所 求 得 的 
EE 上 新 的 有 理 点 是 什么 ? 
43.3 假设 0;,，0,，0;，… 是 椭圆 曲线 上 一 列 有 理 点 ,并且 
h(Q) > io) > h(Qs) > h(Qs) > … 


马 “ 值 的 计算 依赖 于 赖 化 (Neron) 与 泰 特 (Tate) 在 20 世纪 60 年 代 发 展 起 来 的 标准 高 理论 。 根据 这 个 理论 ， 可 证 明 
比值 Inh(P, ) /n? 随 着 n 的 增 大 越 来 越 接近 于 0. 454 616 865 1…. 
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43.4 


43.6 


43.7 


品 43.8 


解释 一 下 为 什么 这 个 序列 在 有 限 步 后 终止 。 你 现在 应 明白 为 何 这 使 得 度量 成 为 降 阶 法 证 明 的 合适 
工具 . 
写 一 个 关于 卡 丹 诺 的 简短 介绍 ， 特 别 要 包含 他 发 表 一 元 三 次 方程 的 求 根 公 式 以 及 由 此 引出 的 优先 权 


这 第 : 


(此 题 为 学 过 微 积分 的 读者 准备 ) 也 可 使 用 切线 来 求 出 椭圆 曲线 上 的 有 理 点 ， 本 习题 针对 椭圆 曲线 
- E:y = 和 -3x+7 
来 新 述 这 外 方法 . 
(a)P=(2, 3) 是 EE 上 的 点 ， 给 出 椭圆 曲线 在 此 点 的 切线 工 的 方程 . { 提示 : 使 用 求 导 来 定 出 已 点 


的 切线 斜率 和 
xX 


(b) 把 切线 工 的 方程 代入 的 方程 ,然后 求解 得 到 工 与 5 的 新 交点 0( 它 具有 有 理 坐 标 ). (注意 * =2 
是 要 解 的 三 次 方程 的 二 重 根 ， 这 反映 出 工 是 EE 在 点 .P=(2，3) 处 的 切线 这 一 事实 . ) 

(c) 设 R 为 @ 关 于 x 轴 的 对 称 点 ( 即 车 Q=(x,, 7 )， 则 有 R=(xz，-y))， 取 通 过 尸 与 及 的 直线 ， 并 

求 出 它 与 的 新 交点 (具有 有 理 坐 标 ). 
令 工 是 斜率 为 m 且 通过 点 ( -2，3) 的 直线 y=m(x+2) +3. 这 条 直线 与 本 加 曲线 E,: y=x +17 的 
交点 除 ( -2，3) 外 还 有 两 个 如果 三 个 交点 都 具有 有 理 坐 标 ， 证 明 
m* + 12m2 + 24m - 12 

必 是 某 个 有 理 数 的 平方 将 m 用 -10 到 10 之 间 的 整数 代入 ， 看 哪个 m 值 使 得 上 述 的 量 为 平方 数 ， 

并 对 这 样 的 m 给 出 y=x +17 的 有 理解 . 

曲线 

GC: CG 

的 判别 式 都 为 零 . 画 出 这 两 条 曲线 ， 并 指出 它们 相 异 之 处 以 及 与 图 .43. 1 给 出 的 椭圆 曲线 的 不 同 

之 处 . 

设 E 为 椭圆 曲线 、 

E:y = x +ax 革 bx +ec， 

并 设 忆 =(z， 71) 与 P=(x,，Y;) 为 E 上 的 两 个 点 . 

(a) 设 工 是 连接 P, 与 P, 的 直线 .编写 程序 来 计算 工 与 五 的 第 三 个 交点 P, = 《x3， 73)， (如 果 工 是 铝 
直线 ， 则 将 没有 真实 的 第 三 个 交点 ， 因 而 你 的 程序 应 该 反馈 一 个 警告 信息 . ) 你 应 该 追踪 有 理 坐 
标 ; 如 果 你 的 程序 设计 语言 不 允许 直接 与 有 理 数 打 交道 ， 就 应 把 既 约 有 理 数 4/B 存储 为 有 序 对 
(4, B). 

(b) 和 修改 你 的 程序 使 得 输出 为 P 关于 x 轴 的 对 称 点 (x;，-Y,). 我 们 用 提示 性 记号 已 四 已 来 表示 此 
点 ， 因 为 这 反映 了 上 点 的 一 种 “加 法 "规则 . 

(c) 设 为 椭圆 曲线 

E:y = x +3x -Tx+3, 
并 考虑 点 P=(2，-3), Q=(37/36, 53/216) 与 R=(3, 6). 便 用 你 的 程序 米 计算 
P 四 0，0@R 与 PO@R. 
再 计算 
(P@Q0)@R 与 P 四 (4 四 有 R). 
是 不 是 所 得 的 答案 与 你 做 这 些 点 的 “加 法 "时 的 顺序 无 关 ? 你 觉得 这 令 人 惊奇 吗 ? (如 果 你 不 觉得 
奇怪 ， 请 试 着 证 明 这 个 观察 对 每 条 椭圆 曲线 都 是 正确 的 . ) 
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椭圆 曲线 E,: y =x* +17 有 许多 有 理 点 ， 另 一 方面 ， 椭 圆 曲线 E,: y* =” +x 似乎 很 少 
有 这 样 的 点 .事实 上 ， 显 而 易 见 的 这 样 的 点 只 有 (0，0).， 我 们 来 证 明 这 确实 是 妨 上 仅 有 的 
有 理 点 . 
定理 .44.1 桶 加 曲线 
E,:y’ = Xx 十 区 
上 仅 有 的 有 理 点 为 (x,，y) = (0，0). 
证 明 假设 (4/B，C/D) 为 5, 上 的 一 个 有 理 点 ， 其 中 4/B 与 C/D 为 既 约 分 数 ， 且 B 与 
娓 是 正 的 ， 我 们 要 证 4=C =0. 将 x*=4/B 与 Y=C/D 代入 EE, 的 方程 并 去 分 母 ， 得 到 方程 
CB’ = A'D’ + AB’D’. (*) 
它 的 每 个 满足 BD 关 0 的 整数 解 都 对 应 一 个 E, 上 的 有 理 点 ， 
方程 ( * ) 包 含 许多 关于 整除 性 的 信息 ， 从 中 可 导出 一 些 结论 ， 例如， 将 (* ) 右 边 分 解 
给 出 
CB’ = 了 D4(42 + B’), 
于 是 D 4 整除 CB ， 但 我 们 知道 gcd(C，D) =1， 故 D? 必 整 除 .类 似 地 ， 对 ( * ) 中 的 项 
重新 组 合 及 分 解 可 给 出 
43D2 = CB’ -4B2D2 = B2(C:B - AD’), 
所 以 B? 整除 4°D?， 由 于 gcd(4,，B) =1，B” 必定 整除 D*"， 因 而 B 整除 D， 我 们 已 得 到 
DIB 与 BID. 
令 v=D/B， 则 vw 为 整数 ”把 D=Bv 代入 关系 式 D1 B? 中 得 到 素 1 BP”， 因而 *1 B， 换 言 
之 ， 对 某 个 整数 2:， 可 将 B 写 为 B=vz 注意 D=Bv=vz 将 B=vwz 与 D=wvwz 代 人 方程 
(* ) 得 到 
CB =4D2 + AB’D’ 
CI (vz) =A (vz) + A(vz)’ (vz)? 
Cz =43 + Av'z’, 
重 排 得 
43 = Cz ~ Av'z: = z(C2 - Av'z). 
因此 :整除 4*. 但 :整除 8B 且 gcd(4,8) =1， 故 必 有 >z = +1， 男 一 方面 ，B = zz 是 正 的 ， 
因而 事实 上 有 z=1， 现 在 我 们 已 知道 
B=vw 与 D = vw, 
故 ,上 的 点 (4/B，C/D) 形 如 (A/w*，C/w)， 方程 ( * ) 化 成 
C2 = 43 + Av'. 
将 右边 分 解 得 
C = A(A’ +v). 
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这 是 一 个 非常 有 趣 的 方程 ， 因 为 它 把 完全 平方 C? 表 成 数 4 与 4 +w 的 乘积 ， 我 们 断言 
这 两 个 数 没有 (大 于 1 的 ) 公 因数 .你 明白 其 中 的 道理 吗 ? 假如 4 与 4 +v 都 被 某 个 素数 p 
整除 ， 则 v 也 被 p 整除 ,但 4 与 v 不 能 都 被 p 整除 ， 因 为 4/B =A/v 已 是 既 约 分 数 . 故 得 出 
牙 盾 . 
由 上 可 知 4 与 4 +v* 没有 (大 于 1 的 ) 公 因数 且 它 们 的 乘积 是 个 完全 平方 仅 有 的 可 能 
是 这 两 个 数 分 别 是 个 平方 数 ，( 这 个 推理 似曾相识 吧 ? 在 第 2 章 中 我 们 曾 用 它 来 导出 勾 股 数 
组 的 公式 . ) 于 是 有 整数 与 w 使 得 
A=u 自 A*+v = w. 
将 4=w 代 大 第 二 个 方程 得 到 
ut + vy = 1202. 
总 结 一 下 我 们 的 进展 .、 从 椭圆 曲线 5, 的 某 个 解 (4/B，C/D)( 这 里 的 分 数 已 是 既 约 形 
式 ) 出 发 ,证 明了 存在 整数 w，v，w 满 足 方程 
u' + Dy 二 202. 
进一步 ,已 知 这 样 的 整数 4，v，w， 可 以 从 公式 4/B =w /vw 和 CG/D = ww/v 得 到 EE, 的 有 
理解 ， 上 述 关 于 w，v，w 的 方程 你 应 该 熟悉 ， 我 们 在 第 28 章 中 证 明 过 它 没有 u,v 都 非 零 的 
解 ， 因 为 w=0 导致 (4/B8,，C/D) = (0, 0), 而 v=0 将 导致 4/B 与 C/D 的 分 母 为 零 ， 因 此 
E, 上 仅 有 的 有 理 点 为 (0，0). 证 些 . 口 
现在 我 们 转 而 讨论 第 三 个 有 代表 性 的 椭圆 曲线 
E:y = x - 4x +16. 
容易 找 出 5, 上 的 四 个 点 
P = (0,4), P, = (4,4) ， P, = (0, -4), P, = (4, - 4). 
从 这 四 个 点 出 发 使 用 处 理 椭圆 曲线 E, 的 方法 ， 我 们 会 得 到 什么 呢 ? 连接 P, 与 P, 的 直线 方 
程 为 Y=4. 要 求 它 与 8; 的 新 交点 ， 我们 将 y=4 代入 E, 的 方程 并 关于 % 求解 得 到 
4” =x’ -4x2 + 16, 
0 =x’ -4z = w(x -4). 
注意 x =0 是 个 二 重 根 ， 故 连接 已 与 P, 的 直线 与 已 仅 有 交点 P, 与 P,， 办 法 失效 ， 我 们 没 
能 找 出 新 的 (有 理 ) 点 . 如 果 选 取 P,，P,，P,;，P。 中 任 两 个 点 ， 计 算 连 接 它们 的 直线 与 E， 
的 交点 ， 则 将 发 生 类 似 的 情况 ， 无 法 找 出 新 的 点 .事实 上 ， 玖 仅 有 的 有 有 再 扣 就 是 A 
P;，P,. (证 明太 长 ， i iid ) 
更 一 般 地 ， 椭 圆 曲线 
E.y’ =x +ax +bx+ec 
上 有 限 个 点 集 
P,P,,*%…,P, (it > 3) 
构成 一 个 挠 点 系 ， 如 果 连 接 它们 中 任 一 对 点 的 直线 也 与 曲线 巨 的 交点 都 在 集合 1 P,，P,， 
已 | 中 ， 换 句 话说， 使 用 取 直 线 求 交点 的 办 法 不 能 将 一 个 挠 点 系 扩 大 ， 例 如 ， 羽 有 挠 点 系 | (0， 
+4)，(4， 汪 4)}， 下 述 重要 定理 描述 了 挠 点 系 . 
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定理 44. 2{ 挠 定理 ) 设 E: y =x +ax +bx+c 为 椭圆 曲线 ,其 中 a, b,c 为 整数 ， 并 

设 1P，P,，…， 忆 | 是 个 挠 点 系 ， 其 中 P，，…，P, 均 为 有 理 点 再 设 忆 的 判别 式 
A(E) = 4ac + a’b’ -4b’ -27c + 18abe 

非 零 . 

(a)( 纳 革 尔 一 卢 荧 (Nagell-Lutz) 定 理 ，1935/37) 设 P=(x,，Y;)， 则 x 与 y; 都 是 整数 ， 
而 且 思 天 0 时 和 1 16A(E). 

{b) (马祖 尔 (Mazur) 定 理 ，1977) 搁 点 系 中 至 多 有 15 个 点 . < 

挠 定理 的 纳 革 尔 - 卢 茨 部 分 表明 挠 点 系 中 的 点 都 是 整 点 ( 即 具 有 整数 坐标 的 点 )， 我 们 也 
已 看 到 整 点 不 在 找 点 系 中 的 例子 ， 例 如 已 : y =x +17 上 的 整 点 ( -2，3 ) 就 不 在 它 的 任 一 
个 乒 点 系 中 ， 容 易 找 出 5 上 的 一 批 整 点 ， 包 括 

(-2,+3), (-1,+4), (2, +5), (4,.+9), . 
(8, +23), (43, +282), (52, +375). 1 
我 们 知道 曲线 E, 上 有 无 穷 多 个 有 理 点 ， 所 以 没有 理由 认为 这 张 整 点 的 表 不 能 再 扩大 .继续 
搜索 ， 我 们 很 快 找到 .E, 上 一 个 新 的 整 点 
(5234, + 378 661), 

但 此 后 即使 搜索 到 x <10” 仍 找 不 到 E, 上 新 的 整 点 ， 的 确 如 此 ， 这 是 下 述 基 本 定理 的 特殊 情形 . 

定理 44.3( 西 格 尔 定理 ， 西 格 尔 {(C。L。Siegel) ,1926) 设 a, b,c 为 整数 且 椭 圆 曲 线 

E:y = x +ax +bx+c 

的 判别 式 A{( 巨 ) 非 零 ， 则 已 上 只 有 有 限 个 整 点 . 

西 格 尔 给 出 了 这 个 定理 的 两 个 不 同 证 明 . 第 一 个 证 明 发 表 在 1926 年 的 《伦敦 数学 会 杂 
志 》 上 ，, 它 直接 从 的 方程 出 发 并 使 用 了 因 式 分 解法 .第 二 个 证 明 发 表 于 1929 年 ， 它 从 莫 
德尔 (Mordell) 定理 出 发 并 使 用 从 旧 点 生成 新 点 的 几何 方法 .但 两 个 证 明 最 终 都 依赖 于 丢 番 
图 至近 理论 (参见 第 31 章 ) 中 断言 的 某 种 数 不 能 被 有 理 数 盈 近 得 太 好 的 深入 结果 . 


习题 


44.1 一 个 勾 股 数组 对 应 于 一 个 三 边 长 度 都 是 整数 的 直角 三 角形 ， 我 们 称 这 样 的 三 角形 为 毕 达 哥 拉 斯 三 角 
形 . 求 出 面积 是 完全 平方 数 两 倍 的 所 有 毕 达 哥 拉 斯 三 角形 . \ 
44.2 (a) 设 表示 椭圆 曲线 E: y=x* +1， 证 明 ( -1, 0),，(0, 1) ，(0，-1)，(2，3) ，(2，-3) 构 成 
" 玉 的 一 个 指点 系 . 
(b) 设 已 表示 梢 圆 曲 线 瑟 : 内 =x -43x +166， 四 个 点 (3, 8),， (3，-8), ( -5，-16) 与 (-5， 
16) 构 成 已 的 一 个 挠 点 系 的 一 部 分 .通过 画 过 其 中 一 对 点 的 直线 并 求 它 与 互 的 交点 来 构造 出 整个 
挠 点 系 . 
(ce) 设 E 是 方程 
Y= (x-a)(x-B)(x-Yy) 
给 出 的 椭圆 曲线 ， 证 明 | (a, 0)，(B8，0)，(y, 0)|} 为 它 的 一 个 挠 点 系 . 
44.3 ”椭圆 曲线 


但” 在 20 世纪 20 年 代 的 英国 与 德国 ， 依 然 受 到 第 一 次 世界 大 战 的 影响 ， 因 此 西 格 尔 发 表 论 文 时 署 了 个 假名 XX. 
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44.5 


44.6 


44.7 


品 44.9 


yy =x -16r+16 
上 有 多 少 个 整 点 ? ee 
本 习题 引导 你 去 证 明 椭 圆 曲 线 
E.:y’ =x +7 

上 没有 整 点 ，( 西 格 尔 定理 的 这 个 特殊 情形 先 由 勒 贝 格 (V，A.，Lebesgue) 在 1869 年 证 明 . ) 
(a) 假设 点 (x，y) 为 E 上 的 整 点 . 证明 必 为 奇数 . 
(b) 证 明 y*+1=(x+2)(x’ -2x+4). 
(c) 证 明 x -2x+4=3(mod 4)， 解释 为 何 巡 -2x+4 必 被 某 个 素数 g=3(mod 4) 所 整除 . 
(d) 将 原 方程 六 =x? +7. 模 g， 并 由 得 到 的 同 余 式 证 明 -1 是 模 g 的 二 次 剩余 ， 解 释 为 何 这 事实 上 是 

. .不 可 能 的 ， 并 由 此 完成 方程 ”=x* +7 没有 整数 解 的 证 明 . 
椭 回 曲线 E: 六 =x? -2x +5 上 有 四 个 整 点 P=( -2，+1) 与 0=(1，#+2). 
(a) 通 过 观察 x -2x+5 在 x*=2，3，, 4，… 时 是 否 为 平方 数 来 求 出 另外 四 个 整 点 . 
(上 ) 使 用 通过 P 与 8 的 直线 来 求 出 一 个 新 的 有 理 点 R 作 尺 关于 x 轴 的 对 称 点 R'， 再 取 通 过 0 与 R' 

的 直线 ， 和 寻找 它 与 的 具有 更 大 整数 坐标 的 新 交点 . 

(a) 证 明 方程 光 = +x* 有 无 穷 多 组 整数 解 . (提示: 试用 y =tz 代 人 方程 . ) 
(b)(a) 中 的 结论 是 否 意 味 着 西 格 尔 定理 不 正确 ? 请 解释 一 下 . 
(c) 证 明 方 程 y =x -x* -x+1 有 无 穷 多 组 整数 解 . 
设 a, 5，e 为 整数 ， 椭 圆 曲线 已; y* =x? +ax* +bx+c 上 有 有 理 点 P=(4/B，C/D), 其 中 4/B 与 C/D 
为 既 约 分 数 . 证明 有 整数 s 使 得 8=v 且 D=v. 


“编写 程序 来 寻找 椭圆 曲线 


E:y =.x +ax +bx+c 
上 所 有 满足 ! x1 < 日 的 整 点 (x，y). 方法 是 对 所 有 这 样 的 x 验证 x +ax* +bx+c 是 否 为 完全 平方 . 
(a) 编 写 程序 来 寻找 椭圆 曲线 
E:y =x +ax +hrx+e 
上 的 有 理 点 .习题 44.7 表明 这 样 的 有 理 点 形 如 (*，y) = (4/D?，B/D’)， 故 应 该 输入 一 个 上 界 所 
而 且 让 程序 对 所 有 整数 1 4.1 <H 与 1<D<vyH 来 验证 
A +a42D2 + bAD* +cD5 
是 否 为 完全 平方 ， 如 果 它 等 于 B* ， 则 已 找到 有 理 点 (4/D*，B/D’). 
(b) 使 用 上 面 的 程序 来 求 出 椭圆 曲线 
y =x -2x +3x-2 


上 的 所 有 有 理 点 (x，y) ， 其 中 x 坐标 形 如 4A/D’:,， 1 41 <1500 是 1<D<38. 


第 45 章 椭圆 曲线 上 模 p 的 点 


求解 丢 番 图 方程 有 时 十 分 困难 . 因此 可 不 求 整数 解 或 有 理 数 解 ， 而 是 把 去 番 图 方程 看 作 
同 余 式 ， 先 试 着 去 求 丢 番 图 方程 模 p 的 解 ， 这 要 容易 得 多 .为 此 ， 考 察 下 面 的 例子 

怎样 求 出 方程 

x +y =1 
“ 模 7" 的 所 有 解 呢 ? 换 名 话说， 如 何 去 解 同 余 方程 +y =1(mod 7) 呢 ? 这 个 问题 是 容易 
的 ， 我 们 可 对 每 对 (x,，y) (0<x, y<6) 来 验证 它 是 否 满足 该 同 余 式 ， 例 如 ，(1, 0) 与 (2， 
2) 为 解 ， 但 (1，2) 与 (3，2) 不 是 解 ， 所 有 的 解 如 下 所 述 : 
(0,1),(0,6),(1,0),(2,2),(2,5),(5,2),(5,5),(6,0). 

于 是 方程 x +y =1 有 8 个 模 7 的 解 。 类 似 地 ， 它 有 12 个 模 11 的 解 : 
(0,1),(0,10),(1,0),(3,5),(3,6),(5,3),(5,8), 
(6,3),(6,8),(8,5),(8,6),(10,0). 
现在 我 们 来 考察 一 些 椭 圆 曲线 并 计算 对 不 同 的 素数 p 它们 模 p 有 多 少 个 点 ， 从 曲线 
Ei:y =x 十 % 
开始 , 它 仅 有 有 理 点 (0, 0). 但 是 , 正如 表 45.1 所 显示 的 那样 ，E, 有 许多 模 p 的 点 . 

表 45. 1 中 最 后 一 列 给 出 了 模 p 的 点 的 个 数 N, 的 值 . 


表 45.1 E, 上 模 p 的 点 


(0, 0), (1, 3), (1, 4), (3, 3), (3, 4), (5, 2), (5, 5) 


(0, 0), (5, 3), (5, 8), (7, 3), (7, 8), (8, 5), (8, 6), (9, 1), (9, 10), (10, 3), 
(10, 8) 


{0, 0), (2, 6), (2, 7)(3, 2), (3, 
{7, 8), (8, 0), (9, 6), (9, 7), 
(0, 0), (1, 6), (1, 11), (3, 8) 
(13, 0), (14, 2), (14, 15), (16 


11), (4, 4), (4, 9), (5, 0), (6, 1), (6, 12), (7, 5), 
(10, 3), {10, 10), (11, 4), (11, 9) 
» (3, 9), (4, 0), {6, 1), (6, 16), (11, 4), (11, 13), 
,7), (16, 10) 
» (4, 12), (5, 4), (5, 15), (8, 8), (8, 11), (9, 4), 
»5), (13, 14), (17, 3), (17, 16), (18, 6), (18, 13) 


(0, 0), (3, 7), (3, 12), (4, 7) 
(9, 15), (12, 7), (12, 12), (13 


椭圆 曲线 上 模 p 点 的 个 数 展现 了 许多 优美 而 微妙 的 模式 .仔细 观察 一 下 表 45. 1， 你 看 
出 某 种 模式 了 吗 ? 如果 还 没有 ， 更 多 的 数据 将 有 助 于 你 的 观察 ， 表 45.2 给 出 了 模 p 的 点 的 
个 数 ， 但 未 列 出 具体 的 解 . 
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l 表 45.2 E。 上 模 p 的 点 的 个 数 N。 

| 2 7 1 15 [1 | »3 | 1 
[| 
| 35353115 | 5 | or | 

一 个 首先 引 人 注 目的 模式 是 有 许多 素数 使 得 N, 等 于 p， 对 于 素数 

DP=2,3,7,11,19,23 ,31 ,43 ,47 ,59 ,67 ,71 ， 

情况 就 是 如 此 ， 这 些 素数 经 常 出 现 已 体现 了 足够 的 随机 性 . 事实 上， 除了 最 初 的 P=2， 上 
表 中 的 素数 就 是 小 于 71 的 所 有 模 4 余 3 的 素数 ， 这 引导 我 们 作出 下 述 猜 测 ， 

猜想 ”如果 p 三 3(mod 4) ， 则 梢 圆 曲线 下 : y =x +x 模 p 恰好 有 NN,=p 个 点 . 

对 于 模 4 余 1 的 素数 ， 情 况 又 如 何 呢 ? 这 时 入, 的 值 好 像 随机 出 现 ， 有 时 NN, 小 于 p( 例 
如 p=5，17 时 )， 有 时 N, 大 于 P( 例 如 P=13，53 时 ), 但 似乎 p 越 大 时 NN, 也 越 大 ， 事 实 
上 ,WN, 经 常 出 现在 p 的 邻近 .下 面 一 点 想法 将 揭示 为 何 这 是 合理 的 . 

一 般 地 ， 如 果 要 求 椭圆 曲线 

y =x +ax +hx+e 
模 p 的 解 ， 可 令 x 取 值 0，1,，2,，…, p -1 并 验证 
x tax +hx+c 

是 否 与 一 个 平方 模 p 同 余 ， 假 设 我 们 所 得 的 +ax? + bx +c 的 值 是 随机 分 布 的 ， 所 以 希望 这 
些 值 一 半 是 平方 剩 余 ， 一 半 是 非 平 方 剩 余 . 根据 第 23 章 证 明 的 一 个 事实 ，1 到 p -1 的 数 中 
有 一 半 为 二 次 剩余 ， 一半 为 二 次 非 剩余 ， 我们 也 观察 到 如 果 x? + ax? +bx+c=t (mod p)， 则 
Y 有 两 个 可 能 的 值 : 上 与 -+ 概括 地 说 ， 大 约 有 一 半 的 x 值 给 出 模 的 两 个 解 ， 一半 的 x 值 


不 给 出 模 p 的 解 ， 因 此 我 们 预料 大 约会 求 出 2 x 亏 =p 个 模 p 的 解 。 当 然 ， 这 个 论证 并 不 证 


明 总 是 恰 有 Pp 个 解 ， 它 仅 暗 示 我 们 模 p 的 解 的 个 数 基 本 上 在 p 的 邻近 . 
上 面 这 些 蕴涵 着 研究 与 N, 的 差 可 能 更 有 意思 . 我 们 将 差 写成 


己 | 心 


忆 


a, =p-N,, 
并 称 它 为 E, 的 p- 亏 量 ?， 表 45.3 列 出 了 椭圆 曲线 &, 的 一 些 p- 亏 量 ， 这 个 表 展 示 了 与 我 们 前 
面 研究 过 的 一 个 课题 密切 相关 的 某 种 微妙 的 模式 ， 在 往 后 阅读 之 前 花 几 分 钟 看 一 下 是 否 能 发 


日 量 o 的 实际 数学 名 称 为 费 罗 贝 尼 乌 斯 迹 ( trace of Frobenius) ， 但 对 这 个 术语 的 解释 超出 了 本 书 的 范围 ， 可 是， 如 
果 你 想 给 你 的 数学 朋友 留 下 印象 或 在 鸡尾酒 会 上 终止 这 个 话题 ， 则 可 偶尔 大 胆 地 提出 “作用 在 椭圆 曲线 € 进 上 同 
调 上 的 弗 罗 贝 尼 乌 斯 迹 ”. .| 
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在 数论 研究 中 ， 我 们 发 现 模 4 疹 1 的 素数 有 许多 有 趣 的 性 质 ， 其 中 最 重要 的 一 点 是 这 些 
素数 能 表 成 两 个 整数 的 平方 和 已 = 42 +B*( 参 见 第 26 章 )， 例 如 ， 
5=1+2，i3 -=32+2:，17 =1+42:，29 =52+22. 
不 仅 如 此 ， 第 34 章 中 勒 让 德 定理 告诉 我 们 如 果 要 求 4 为 奇数 且 4， 为 正 的 , 则 4 与 B 的 
选择 是 唯一 的 ，( 用 定理 34. 5 的 记号 表示 ， 则 有 R(p) =4(D, -D,) =8， 这 8 种 表示 法 来 源 
于 交换 4，B 的 位 置 以 及 改变 它们 的 符号 . ) 把 这 些 公 式 与 亏 量 值 
Qs =2; ds =-6, dr 2, ow = 10 
相 比较 ， 你 发 现 模式 了 吗 ? 好 像 p=4” +B* (其 中 4 为 正 奇数 ) 时 a, 为 24 或 -24, 另 一 种 说 
法 是 p - (a,/2)” 似乎 总 是 一 个 完全 平方 数 ， 我 们 对 一 些 p 的 取 值 来 验证 这 一 点 : 
53 - (as/2)’ = 22，73 - (an/2)’ = 8 ， 193 - (qiw/2)’ = 122. 
令 人 惊奇 的 是 这 一 模式 继续 有 效 . 
现在 留 下 一 个 问题 : 何 时 a, =24? 何 时 a, = -24? 考察 表 45. 3 我 们 发 现 
P = 5,17,29,37,41,61,89,97,101,173,181 时 a, = 24， 
p = 13,53,73 ,109,113 ,137,149 ,157,193 时 a, = - 24. 
似乎 这 两 个 罗列 并 未 显示 出 某 种 模式 ,但 如 果 看 一 下 表 45.4 中 a,/2 的 值 ， 就 会 发 现 一 个 


模式 . 


表 45.4 E, 的 a,/2 值 


| 
2 一 一 


每 个 a,/2 的 值 都 模 4 余 1， 于是， 如 果 p =4? +B*( 其 中 4 为 正 奇数 ) ， 则 a, 在 A=1(mod 
4) 时 取 值 24， 但 在 4=3(mod 4) 时 取 值 -24， 下 面 的 陈述 概括 了 我 们 的 推断 . 

定理 45.1(E,: y=x* +x 上 模 p 的 点 数 ) 设 p 为 奇 素数 ，N, 为 椭圆 曲线 E,: 和 2 =x? + 
x 上 模 p 的 点 数 . 

(a) 如 果 p 三 3({mod 4) ， 则 NN, =p. 

(b) 如 果 p 三 1(mod 4),， 记 p=A +B?,， 其 中 4 为 正 奇 数 ( 由 第 26 章 知 这 总 是 可 能 的 )， 
则 N, =p +24,， 其 中 在 A 三 1(mod 4) 时 取 负 号 ， 在 A 三 3(mod 4) 时 取 正 号 . 

上 述 定理 的 第 一 部 分 相对 容易 验证 ， 但 我 们 赂 去 其 证 明 ， 因 为 后 面 将 证 明 一 个 类 似 的 结 
果 . 第 二 部 分 则 相当 困难 ， 我 们 将 再 给 出 一 个 例子 来 说 明 它 .素数 p =130 657 模 4 余 1. 使 
用 尝试 法 ， 或 者 借助 计算 机 ， 或 者 用 第 26 章 中 描述 的 方法 ， 我 们 可 把 它 表 成 两 个 整数 的 平 
方 和 

130 657 = 111” + 3447. 
由 于 111=3(mod 4) ， 我 们 得 到 E, 上 模 130 657 的 点 数 为 
130 657 + 2 x 111 = 130 879. 
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下 面 再 来 看 我 们 的 老 朋 友 一 一 椭圆 曲线 已: 7 = +17， 如 同 对 E, 那样 ,我 们 造 个 表 : 
给 出 E, 上 模 p 的 点 数 N, 及 亏 量 a, =p -已 ， 具体 数值 见 表 45. 5. 


表 45.5 后 上 模 p 的 点 数 与 亏 量 a。 


p 
N, 
人 EE EC 


-5 


这 


我 们 再 次 看 到 有 许多 素数 p 使 得 亏 量 a, 为 零 : 
p =2,3,5,11,17 ,23 ,29 ,41 ,47,53 ,59 ,71 ,83 ,89 ,101 ,107 ,113. 
这 些 素数 模 4 好 像 没 有 模式 ， 但 它 模 3 有 模式 除了 3 之 外 ， 其 余 的 都 模 3 余 2， 因 此 我 们 
猜测 pP=2(mod 3) 时 N, = 已 可 利用 原 根来 证 实 这 个 猜测 . 
定理 45.2 设 p 是 素数 且 p 三 2(mod 3), 则 椭圆 曲线 
: El:y = x +17 
上 模 p 的 点 数 N, 满足 NN, =p. 
证 明 先 看 看 P =11. 的 情形 .为 求 局 上 模 11 的 点 数 ; 我 们 将 x*=0, 1，…*, 10 代 入 x + 
”也 ,看 它 是 否 与 一 个 平方 模 11 同 余 ， 下 面 是 代入 的 结果 : 
x(mod 11) 
x (mod 11) 


x +17(mod 11) 


注意 数 x (mod 11) 与 x +17(mod 这 ) 的 取 值 都 只 是 0，1，…，10 的 重 排 ， 因 此 寻找 同 
余 式 人 ” 
y=0 +17(mod11), y=1 +17(mod11), yy =2 +17(mod 11), 


, yy 3 tmod 11),.:, yl10 +17(mod 11) 

的 解 相当 于 求解 同 余 式 NR 
iy =0(mod1l), ys1(mod1l), y =2(mod 11), 
y=3(mod1l), 1:…, y= 10(mod11). 


第 一 个 同 余 式 六 =0(mod 11) 有 了 唯一 解 Y=0(mod 11). 由 第 23 章 我 们 知道 1，…，10 中 有 一 
半 是 模 11 的 二 次 剩余 ， 另 一 半 是 模 11 的 二 次 非 剩 余 ， 于 是 有 一 半 的 同 余 式 六 se(mod 11) 
(1<a<10) 恰 有 两 个 解 (注意 6 为 解 时 11 -6 也 是 解 ) ， 男 一 半 同 余 式 无 解 ， 因 此 总 共有 1 + 
2 x5 =11 个 解 . 1 

如 果 尝 试 一 下 更 多 的 例子 ， 会 发 现 同样 的 现象 当然 ， 必 须要 求 p=2(mod 3); p=1(mod 3) 
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的 情形 则 完全 不 同 ， 读 者 可 计算 一 下 x =+17 在 x*=0, 1，2，…，6 时 模 7 的 值 . 
因此 ， 我 们 试 着 证 明 pp 三 2(inod 3) 时 
0 +17, 1 +17, 2 +17,.,(p -1)?+17(modp) 
只 是 
! 0,1,2,%…,p-1(modp) 
的 重 排 ， 注 意 这 两 组 数 都 由 p 个 数组 成 ， 因 此 我 们 只 需 证 明 第 一 组 数 两 两 不 同 (因为 这 可 以 
保证 它们 取 遍 第 二 组 的 每 一 个 数 ). 
假设 第 一 组 数 中 妇 +17 与 如 +17 模 p 同 余 (6,, be |1，.…，10|)， 即 
+17= 二 加 +17(mod p)， 因而 4b = bi(mod p). 
我 们 要 证 上 = b， 显 然 b=0(mod p) 避 b =0(mod p)， 因 此 可 假定 六 关 0(mod p) 
且 b, 关 0(mod 万 )， 了 四 
我 们 希望 取 同 余 式 
t :1 b= 6(modp) 
两 边 的 立方 根 ， 怎 么 做 呢 ? 我 们 要 应 用 费 马 小 定理 刀 =1(mod p)， 依 假定 p=2(mod 3)， 
3 不 整除 P-1， 于 是 3 与 p-1 互 素 ， 从 而 根据 第 6 章 中 的 线性 方程 定理 ， 方 程 
3xw-(p-1)v=1 
有 整数 解 。 事 实 上 ， 我 们 可 取 w= (2p -1)/3 与 v=2， 当 然 ， 由 于 p=2(mod 3)，(2p -1)73 
是 个 整数 . ， 
注意 3w=1(mod p -1)， 于 是 从 某 种 意义 上 说 取 习 次 方 相 当 于 取 1/3 次 方 ( 亦 即 开 立 方 ， 
在 第 17 章 中 我 们 发 展 了 更 一 般 的 理论 )， 因此 把 同 余 式 户 挟 吨 (mod p) 两 边 次 方 后 再 使 用 
费 马 小 定理 来 计算 : | 
. (b1) "= (b2)"(mod p) 
b= by (mod p) . ge 
bi* ?Ms by? (mod Pp) 
bi (br )"= b,* (b )"(mod p) 
1 ‘b= b,(mod p.). 
这 就 证 明了 数 0 +17, +17;…，(p -1)ii+17 模 p 两 两 不 同 ， 因 而 它们 只 是 0，1，…， 
Pp -1 的 一 个 重 排 . : ， 
我 们 已 经 证 明 ， 如 果 把 和 %=0，1，2， :下 -1 代 入 和 +H17(modp)， 则 恰好 回 到 
0,1;2……,P-1(modp). 
同 余 式 ?二 0( mod p) 有 了 唯 二 解 Y=0(mod p)， 另 一 方面 ， 同 余 式 
y=1(mod Pp), y=2(modp), YY =3(modp),-…, 
y=p-2(modp), yy =p-1(modp) 
中 有 一 半 恰 有 两 个 解 ， 另 一 半 无 解 ， 这 是 因为 1，…, p -1 中 有 一 半 是 模 p 的 二 次 剩余 而 另 
一 半 是 模 忆 的 二 次 非 剩 余 (参看 第 23 章 )， 因 此 丢 番 图 方程 多 = +17 恰 有 


一 
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个 模 p 的 解 . “ 口 [402] 


我 们 现在 明白 了 对 于 素数 p==2(mod 3)E, 模 .p 的 情况 ， 习 题 45.3 有 助 于 发 现 p=1(mod 3) 
时 关于 a, 的 更 为 深入 微妙 的 模式 . 

我 们 暂停 一 下 以 总 结 已 发 现 的 模式 ， 对 于 椭圆 曲线 E, 与 E,， 我 们 发 现 对 大 约 一 半 的 素 
数 有 p- 亏 量 a, 等 于 0， 而 且 已 能 精确 地 描述 出 使 a， =0 的 那些 素数 ， 对 于 其 余 的 素数 ， 我 们 
已 看 到 oa， 满足 涉及 平方 数 的 更 微妙 的 模式 ; 具体 说 来 ， 对 于 ;,，p - (a,/2)” 是 个 完全 平方 
数 ，E, 也 有 类 似 的 性 质 (见习 题 45.3)， 当 然 E, 与 8, 只 是 众多 椭圆 曲线 中 的 两 个 ， 它 们 的 
共性 是 否 普遍 成 立 还 得 再 看 至 少 一 两 个 例子 ， 表 45. 6 给 出 了 福 回 曲线 

E,:y’ = x — 4x +16 
上 模 p 的 点 数 与 p- 亏 量 的 值 . 


表 45.6 E, 上 模 p 的 点 数 与 p- 亏 量 
"wm | | w | | | w|i | » | %» | i 


路 呀 ， 好 像 只 有 很 少 的 素数 器 使 

使 a, =0 的 素数 也 只 有 
p = 2,19 ,29 ,199 ,569 ,809 ,1289 ,1439 ,2539 ,3319 ,3559 ,3919. 

这 些 素数 都 与 9 模 10 同 余 ， 但 也 有 许多 模 10 余 9 的 素数 (如 59，79，89 与 109) 不 在 此 列 . 
似乎 看 不 出 哪些 模 10 余 9 的 素数 p 使 得 a, =0， 事 实 上 至 今 也 无 人 摸索 出 其 中 的 模式 ， 直 到 
1987 年 才 由 爱 卡 斯 (Noam Elkies) 证 明 有 无 穷 多 个 素数 p 使 得 a, = 0. 

既然 无 法 判明 哪些 素数 使 得 a, =0， 我们 再 试 着 找 一 下 涉及 平方 数 的 模式 ; 但 我 们 的 搜 
索 是 徒劳 的 ， 看 不 出 什么 模式 ， 事 实 上 ， 当 考察 其 他 椭圆 曲线 时 会 发 现 它们 与 5, 很 类 似 ， 
只 有 少数 pp 使 得 a, =0， 涉 及 平方 数 的 模式 也 找 不 出 来 ， 椭 圆 有 曲线 已 与 5, 属于 很 特殊 的 类 
型 ， 它 们 是 具有 复 来 法 ?的 椭圆 曲线 ， 我 们 不 给 出 精确 的 定义 了 ; 但 要 告诉 读者 具有 复 乘法 
的 椭圆 曲线 有 一 半 的 a, 值 为 0， 而 没有 复 乘法 的 椭圆 曲线 只 有 少数 几 个 a, 值 为 0. 


9 


导 EE， 的 p- 亏 量 为 0.， 即使 把 表 45.6 扩展 到 p < 5000， 


担 ” 一 个 椭圆 曲线 具有 复 怖 法 是 指 它 的 方程 满足 某 种 特殊 的 变换 性 质 ， 例 如 ， 如 果 (x，y) 是 方程 : y=x* +x 的 
解 ， 则 有 序 对 ( -zx，i) 也 是 一 个 解 . i= V ~ 1 这样 的 复数 的 出 现 导致 了 “复辟 法 "这 个 名 称 . 


一 一 一 


404 


268 


习题 


45.1 


c 


品 45.4 


45. 5 


第 45 章 


(a) 对 于 每 个 素数 p， 令 MM, 表示 方程 x +y =1 模 p 的 解 的 个 数 . 算出 Ms ，MHs，Hu 与 旭 ， 的 值 . 
(提示 : 这 里 有 一 个 进行 计算 的 有 效 方法 : 首先 列 出 模 p 的 所 有 平方 剩余 ， 其 次 对 每 个 0<y <p 
验证 1 -y 是 否 与 一 个 平方 数 模 p 同 余 . ) 

(b) 根 据 (a) 中 的 数据 以 及 先前 算出 的 MM, =8 与 Wu =12, 来 作出 类 于 W, 值 的 一 个 猜想 ， 通 过 计算 Ms 
来 验证 你 的 狂想 .根据 你 的 猜想 ， 及 ,与 Mio 的 值 是 多 少 ? 

《ce) 证 明 你 在 (b) 中 形成 的 猜想 正确 (提示 : ' 可 考虑 利用 第 3 章 中 的 公式 . ) 

(a) 求 出 丢 严 图 方程 ”=x’ +1 噶 7 的 所 有 解 ， 总 共有 多 少 个 解 ? 

《b) 求 出 丢 晋 图 方程 y=x’ +1 横 11 的 所 有 解 ， 总 共有 多 少 个 解 ? 

(c) 设 素数 p 满足 p 寺 1( mod 5). .证 明 丢 番 图 方程 YY =x +1 模 p 恰 有 p 个 解 

对 关于 5, 的 表 45.5 中 的 每 一 素数 p=1(mod 3)， 计算 4p-a*， 你 所 计算 的 这 些 数 有 某 种 特殊 的 形式 

吗 ? 

编写 程序 使 用 下 述 方法 之 一 来 计算 同 余 式 

E:y x +ax: + br +ce(modp) 

的 解 的 个 数 . 人 四 

(让 ) 先 列 出 模 p 的 平方 剩余 ， 然 后 对 * =0，1，…, p~1 看 x +ax +bx+c 模 p 的 余数 ， 如 果 它 是 模 p 
的 非 零 平方 剩余 ， 则 在 列表 中 加 入 2; 如果 它 是 0， 则 在 列表 中 加 入 1; 如 果 它 是 模 p 的 平方 韭 剩 
余 ， 则 什么 也 不 做 . 

(ii) 对 每 个 zx=0，1，…，p -1， 计 算 勒 让 德 符号 

' (于 人 
Pp 
如 果 它 是 +1， 就 在 列表 中 加 入 2; 如 果 它 是 -1 就 什么 也 不 做 (如果 x +ax? +bx+c=0(mod p)， 
则 在 列表 中 加 入 1..) 
使 用 你 的 程序 对 下 述 曲线 及 100 以 下 的 察 数 p 来 计算 入, 与 p- 亏 量 a, =p -N,， 你 认为 哪个 曲线 具 
有 复 乘法 ? uy 

(a)y =x +x -3x+11 (b)y =x? -595x +5586 

(c)y: =x? +4x° +2x {(d)y =x’ +2x-7 

在 本 题 中 你 会 发 现 椭圆 曲 线 E: y =x ”+1 的 p- 亏 基 的 模式 ， 为 协助 你 ， 提 供 下 述 列表 : 


椭圆 曲线 E: 多 =X +1 的 亏 量 an 


Esetese 


(3) 猜测 出 对 哪些 素数 p 有 a, =0， 然 后 证 明 你 的 猜测 正确 

(b) 对 使 o, 关 0 的 案 数 p， 计算 4p - a 的 值 并 观察 这 些 数 有 何 特殊 之 处 

(c) 对 每 个 模 3 余 1 的 察 数 p<113, 求 出 所 有 整数 对 (4，B) 使 得 4p =A4* +3B*. (注意 可 能 有 好 几 个 
解 . 例如 ，4 x7 =28 等 于 5* +3 x1? 也 等 于 4* +3 x2*， 求 所 有 解 的 一 个 有 效 途 径 是 对 所 有 的 
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8 < V3p73 计 算 4p -3B*， 并 选 出 使 4p -3B? 为 完全 平方 的 那些 B 值 . ) 
(4) 将 4, 召 的 值 与 表 中 ,的 值 作 比 较 ， 努 力 猜 出 它们 间 的 紧密 联系 . 
(6) 对 下 面 的 每 个 察 数 p， 已 给 出 满足 4p = 入 +3B? 的 整数 对 (4，B)， 使 用 你 在 (4) 中 形成 的 猪 想来 
猜测 &, 的 值 . . 
(i)p=541 (A, B)=(46, 4), (29, 21), (17, 25) 
(ii)p=2029 (A, B)=(79, 25), (77, 27), (2, 52) 


(iii)p=8623 (A, B)=(173, 39), (145, 67), {28, 106) 


1 


第 46 章 ， 模 的 挠 点 系 与 不 好 的 素数 ， 


在 上 一 章 中 我 们 发 现 了 E, 与 5, 的 p- 亏 量 的 简单 模式 ， 但 5, 的 p- 亏 量 好 像 没 什么 模式 . 
但 是 , 关于 E, 的 N, 值 已 展示 了 某 种 模式 ， 如 果 你 还 没 注意 到 ， 请 回头 看 一 下 表 45.6， 在 
继续 阅读 下 去 之 前 找 出 模式 来 . 

似乎 关于 E, 的 N, 具有 下 述 性 质 : 

NN, 三 4(mod 5) 对 除了 2 与 11 之 外 的 每 个 素数 p 成 立 . 
尽管 我 们 不 准备 给 出 它 的 完整 证 明 ， 但 至 少 可 粗略 说 明 它 为 何 是 合理 的 . 回忆 一 下 ， 在 第 
44 章 中 我 们 指出 ,有 个 由 四 个 点 
P = (0,4)，P = (0, -4), P, = (4,4), P, = (4, -4) 
构成 的 挠 点 系 .， 这 意味 着 连接 这 四 点 中 任 两 点 的 直线 与 已 没有 除了 这 四 点 之 外 的 新 交点 . 
在 椭圆 曲线 上 取 一 对 点 ， 把 它们 连 成 直线 再 看 与 曲线 的 交点 ， 这 个 过 程 可 通过 使 用 方程 来 实 
现 而 不 必 使 用 几何 语言 ， 这 也 表明 我 们 可 应 用 同样 的 方法 来 寻找 模 p 的 点 ! 
现在 来 看 个 例子 ， 点 Q = (1，8) 是 同 余 式 
=x -44x +16(mod 17) 
的 解 ， 通 过 0 与 P, = (0, 4) 的 直线 方程 为 Y=4x +4， 将 直线 方程 代入 椭圆 曲线 方程 ， 可 得 
(4x +4) 三 x -4x +16 (mod 17) 
x 3x +2x = 0(mod 17) 
x(x—-1)(x-2)=0(mod 17). 
这 样 就 得 到 x 坐标 分 别 为 0 与 1 的 已 知 点 8 与 P,， 也 得 到 一 个 x 坐标 为 2 的 新 点 ， 将 
x=2 代入 直线 方程 得 出 y=12， 因 此 我 们 求 得 5, 模 17 的 一 个 新 解 (2，12). 
如 果 把 同样 的 思想 用 于 点 0 = (1，8) 与 P, = (4, 4)， 就 得 到 直线 


= -人 x+ 宇 
J 3 


3 

这 条 直线 模 17 何 意 ? 分 数 ~-4/3 是 方程 3u = -4 的 解 ， 故 ” -4/3 mod 17" 是 同 余 式 -3u= 
4(mod 17) 的 解 ， 我们 已 经 知道 如 何 解 这 类 间 余 式 ， 在 现在 的 情形 下 u = 10 是 个 解 ， 类似 
地 ,，“28/3 模 17" 是 15， 故 通过 @=(1，8) 与 P, =(4， 4) 的 直线 模 17 是 y=10x+15. 现在 
把 它 代 人 E, 的 方程 并 如 前 那样 解 出 ， 就 求 得 E, 模 17 的 新 解 (14，2). 

我 们 也 可 从 0 与 P, 出 发 进行 类 似 处 理 得 到 新 解 (11,，9)， 从 8 与 P， 出 发 求 得 新 解 
(15，3)， 因 此 ， 从 单个 解 0 出 发 ， 通 过 使 用 挠 点 系 中 的 四 个 点 我 们 获得 了 四 个 新 解 . 

现在 考虑 曲线 5, 模 一 般 素数 p。， 已 有 四 个 点 P,，P,，P，，Ps， 每 次 找 个 E, 上 模 p 的 新 
点 0Q， 取 连接 8 与 P,(1<i<4) 的 直线 L,， 每 条 直线 L 与 5 有 个 新 交点 Q;， 用 这 种 方法 ， 
我 们 从 Q 出 发 获得 四 个 新 的 点 0,，Q，,，，Q3，Q:， 因 此 ， 除 了 P,，P,，P,;，P。 这 四 个 点 外 ， 
E; 上 模 p 的 点 五 个 一 从 ， 从 而 
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1E, 模 p 的 解 } = 14 个 解 P,P,,P,,P,} + | 若干 从 (每 从 含 五 个 解 )}. 
因此 ，E, 模 p 的 解 的 个 数 等 于 4 加 上 5 的 一 个 倍数 ， 即 N,=4(mod 5)， 对 pz2 和 p11 这 
是 对 的 . (对 于 p=2 与 p=11， 有 的 五 点 从 包含 重复 的 点 . ) 
同 余 式 N,=4(mod 5) 也 解释 了 我 们 稍 前 关于 哪些 素数 p 满足 a, =0 的 观察 ， 要 想 知道 
为 什么 ,假定 a, =0， 则 
| p = N = 4(mod 5). 
由 于 p 是 奇数 ， 因 此 有 p=9(mod 10)， 这 就 证 明了 a, =0 时 p=9(mod 10), 但 并 没 说 p= 
9( mod 10) 时 一 定 有 a, =0， 与 我 们 关于 与 E, 的 结果 相对 照 ， 这 是 个 重要 的 不 同 之 处 . 
上 述 论证 很 好 ， 但 素数 p =2 与 p =11 例外 究竟 是 怎么 回 事 ? 对 于 椭圆 曲线 E,: 大 = 各 - 
4x +16 来 说 ，2 与 11 有些 特殊 ， 原 因 在 于 2 与 11 是 仅 有 的 素数 p 使 得 x? -4xz +16=0(mod p) 
有 重 根 . 这样 ， 
x -4x+16 三 x (mod 2) 有 三 重 根 x = 0， 
x -4x+16 二 (x+1)*(x+5)(mod 11) 有 二 重 根 x =-1. 
一 般 地 ， 对 于 椭圆 曲线 
E:y =x +ax +bx+ce, 
素数 p 为 不 好 的 素数 是 指 多 项 式 x? +a: +bx +c=0(mod p) 有 重 根 ， 不 难 找 出 5 的 不 好 的 素 
数 ， 因 为 可 以 证 明 它们 恰好 就 是 E 的 判别 式 
A(E) =—-4a’c +a’b’ -4b’ -27c +18abc 


的 素 因子 8， 例 如 
A(E) =-7803 =-3: .17*， 
A(E,) =-4 = ~- 2, 
A(E,) = -2816 =-2°.11. 
习题 
46. 1 假设 椭圆 曲线 EE 有 由 :个 点 P,，P,，…，P, 构成 的 指点 系 ， 解 释 一 下 为 何 E 模 p 的 解 的 个 数 满足 同 
余 式 


N, = t(mod t + 1). 
46.2 习题 44. 2(c) 表 明 椭 圆 曲线 E: y* =x -xz 有 挠 点 系 |1(0,，0)，(1,，0)，( -1，0)1|. 
(a) 对 p=2,，3, 5, 7,11, 求 出 上 模 p 的 点 数 ” 哪些 满足 N,=3( mod 4)? 
(b) 寻 找 E 模 11 的 挠 点 系 中 的 解 ， 通 过 画 经 过 挠 点 系 中 点 的 直线 把 它们 分 成 若 王 四 点 丛 . 
46. 3 ”本题 研究 p 为 不 好 的 素数 时 a, 的 值 ， 
(a) 对 下 述 椭 圆 有 曲线 ， 找 出 不 好 的 素数 . 
(i)E: y =x +x ~-x+2 
(ii)E: yy =x’ +3x+4 
(iii)E: y =x? +2x: +x+3 


号 ”在 描述 不 好 的 素数 时 我 们 作 了 点 欺骗 ， 由 于 一 些 技术 上 的 原因 ， 对 于 我 们 的 磋 圆 曲线 索 数 2 总 是 不 好 的 ， 虽 然 
如 此 ， 但 有 时 通过 使 用 已 的 包含 zy 项 或 y 项 的 方程 可 把 不 好 的 索 数 转化 成 好 的 素数 . 
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(b) 对 (a) 中 的 每 个 曲线 ， 计 算 在 不 好 的 率 数 p 处 的 p- 亏 量 a,. 
(c) 下 面 是 更 多 的 椭圆 曲线 的 例子 以 及 在 不 好 的 素数 处 的 p- 亏 量 : 


E ACE) 不 好 的 素数 处 的 a, 值 
y= +2x+3 -和 2 .11 as = -1, an = 一 1 
y= tx +2x+3 -52 .7 as =0, ar=1 可 
2 =x +5 ， -33 .5? a3=0, as =0 
y= +2x -Tx+3 11 + 43 au = -1, a1=1 
yr =x +21x2 +37x +42 -31.83 . 239 ayu = -1, ags =1，aao = -1 


不 好 的 素数 处 的 a, 值 隐藏 着 一 些 难度 不 同 的 模式 . 尽 可 能 多 地 找 出 这 些 隐 藏 的 模式 
46.4 ”本 题 中 的 p 是 大 于 3 的 素数 . 
(a) 验证 p 是 椭圆 曲线 y* =x’ +p 的 不 好 的 素数 ， 猜 出 a, 的 值 并 证 明之 
(b) 验 证 p 是 椭圆 曲线 y* = +x* +p 的 不 好 的 素数 ， 猜 出 a, 的 值 并 证 明之 . 
(c) 验 证 p 是 椭圆 曲线 =x -x +p 的 不 好 的 素数 ， 猜 出 a, 的 值 并 证 明之 . (提示 : 对 于 (c)，a, 的 值 依 
赖 于 忆 ) 


sw 
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第 45、46 章 尽 管 有 点 长 ， 但 也 仅仅 是 椭 加 曲线 模 p 方面 美妙 理论 的 一 点 皮毛 ， 在 本 章 
中 将 继续 这 方面 的 探讨 . 

我 们 已 揭示 了 为 何 椭圆 曲线 上 模 p 的 点 数 N, 应 该 大 约 为 p， 并 已 发 现 p- 亏 量 4a, =p - NN， 
的 许多 模式 ， 怎 样 才能 把 “N, 大 约 为 p" 量 化 呢 ? 我 们 可 以 说 “a, 比较 小 "， 但 这 仅 把 问题 转 
化 成 “怎样 小 "的 问题 .看 一 下 第 45 章 关于 E,，E,，E, 的 有 关 表 格 ， 似 乎 p 很 大 时 a, 也 相 
当 大 ， 我 们 可 以 做 的 一 件 事 是 研究 p 与 a, 的 相对 大 小 ， 表 47.1 列 出 了 那些 使 已 的 p- 亏 量 
的 绝对 值 特别 大 的 索 数 ， 出 于 比较 的 目的 ， 我 们 也 列 出 了 Yp，Yp 与 logp 的 值 


表 47.1 曲线 于: 岂 = 闪 -4X +16 的 大 数值 a。 


ap p wp i 妨 logp 
-30 239 15.45962 6. 205 82 2. 378 40 
40 439 20. 952 33 7. 600 14 2.642 46 
44 593 24.351 59 8. 401 40 2.773 05 
50 739 27. 184 55 9. 040 97 2. 868 64 
53 797 28.231 19 9.27156 2.901 46 
-52 827 . 28.75761 9.386 46 2.917 51 
68 1327 36. 428 01 10. 988 97 3. 122 87 
-~72 1367 36. 972 96 11. 098 29 3. 135 77 
-68 1381 37. 161 81 11.13605 3.14019 
-70 1429 37. 802 12 11. 263 60 3.155 03 
-71 1453 38. 118 24 11. 326 31 3.162 27 
78 1627 40. 336 09 11.761 49 3.211 39 
84 2053 45.310 04 12. 709 53 3.312 39 
89 2083 45. 639 89 12.771 14 3.318 69 
-86 2113 45. 967 38 12. 832 16 3. 324 90 
-91 2143 46. 292 55 12. 892 61 3.331 02 
93 2267 47.613 02 13. 136 63 3. 355 45 
一 98 2551 . 50. 507 43 13. 663 76 3.406 71 
-103 3221 56.753 85 14.768 29 3. 507 99 
114 3733 61.098 28 ， 15.51265 3.572 06 
-123 . 4051 63.647 47 15.941 19 3. 607 56 
129 4733 68.796 80 16.789 80 3. 675 14 
-132 4817 69.40461 16. 888 54 3. 68278 
132 5081 71.281 13 17. 191 60 3.705 95 
138 5407 73. 532 31 17. 551 68 3.732 96 
-146 5693 75. 451 97 17. 855 84 3.755 34 
-138 5711 75. 571 16, 17. 874 64 3.75671 
—147 6317 79.479 56 18.485 75 3. 800 51 
-146 6373 79. 831 07 18. 540 21 3. 804 34 
164 7043 83. 922 58 19. 168 40 3.847 76 
153 7187 84.776 18 19. 298 16 3. 856 55 
162 7211 84.917 61 19. 319 62 3. 858 00 


来 体现 这 种 韵味 .来 看 一 下 无 穷 乘积 
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表 47. 1 清楚 地 显示 出 尽管 1 a, | 的 确 比 p 小 得 多 ， 但 它们 比 Yp 与 logp 大 得 多 ，1a,1 也 
比 Vp 大 ， 正如 你 会 观察 到 的 那样 。 它们 没有 vp 的 两 倍 大 . 换 句 话 说， 做 乎 | o | 从 不 超过 
2 yp. 

定理 47.1( 哈 塞 定理 ， 哈 塞 (H. Hasse)，1933) 设 N, 是 一 个 椭圆 曲线 上 模 素 数 p 的 
点 数 ，a, =p -NN 为 p- 亏 量 ， 则 | 
| al < 2p. 

换 名 话说， 椭圆 曲线 上 模 p 的 点 数 和 V, 约 等 于 p， 误差 小 于 2VF 这 个 优美 的 结果 最 初 由 
阿 廷 (Emil Artin) 在 20 世纪 20 年 代 猜 出 ， 后 由 哈 塞 在 20 世纪 30 年 代 证 实 ， 韦 伊 (André 
Weil) 在 20 世纪 40 年 代 证 明了 一 个 推广 形式 ， 后 又 被 德 利 涅 (Pierre Deligne) 在 20 世纪 70 年 
代 作 了 更 进一步 的 推广 : 

对 一 般 椭 圆 曲 线 的 哈 塞 定理 的 证 明 超出 我 们 现在 的 方法 ， 但 我 们 至 少 能 说 明 为 何 它 对 椭 
圆 曲线 E,: y =x +x 成立 ， 回忆 一 下 第 45 章 中 关于 这 个 曲线 的 亏 量 有 下 述 法 则 : 

. Pp 三 3(mod 4) 时 a, =0 

PP 三 1(mod 4) 且 p = 4 +B"(4 为 正 奇数 ) 时 4a, = + 24. 
如 果 a, =0， 很 难 再 多 说 什么 ， 另 一 方面 ， 如 果 p=1(mod 4) 则 可 得 到 
la,l=24 =2Vp-B <2p, 
这 正 是 哈 塞 定理 . | 

我 们 新 近 讨 论 的 a, 的 模式 是 如 此 出 人 意料 与 非 平 凡 以 致 你 可 能 怀疑 是 否 有 人 对 这 方面 
有 真正 透彻 的 洞察 . 的确， 数学 家 花 了 许多 年 才 从 多 种 来 源 的 提示 中 最 终 意识 到 这 个 引 人 注 
目的 模 性 模式 (modularity pattern ) 可 能 普遍 成 立 . 尽管 我 们 不 能 在 此 全 面 阐 述 什么 叫 模 性 模 
式 ， 但 可 通过 检查 具有 代表 性 的 曲线 

E, 2 = 和 -4r +16 


9 =7I1-7)(L-7D)FL- 关 (1 _ 12) 
x |(1 -7T)(1- 7) -7) (1 - 7) 
如 果 把 前 面 的 因子 乘 起 来 再 展开 成 7 的 短 级 数 ， 则 即便 有 更 多 的 因子 相 滋 ， 它 的 前 几 项 也 是 
稳定 不 变 的 . 例如， 如 果 把 直到 { (1 -7 )(1 -7”)|}? 的 因子 乘 起 来 ， 则 得 : 
@ =7T-27 -T+27T +T 4+27 -27 -27 -2700 +7! 
-27 +47° +47* -7 -47" -27" +47" 
+27% +278 2172 -72 4 
即便 用 更 多 的 乘 项 相 乘 ， 这 23 项 也 保持 不 变 . 
此 刻 你 可 能 奇怪 为 何 乘积 @ 与 椭圆 曲线 E, 有 关 ， 为 回答 这 一 问题 ， 我 们 看 一 下 对 素数 
p<23 的 曲线 E, 的 p- 亏 量 : 
dz = 0 dy ls 0 = 1 Wy 2 i; 


aa = 4, a =~-2, a =07 as = 一 1， 本 2 
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” 扳 开 a,， 你 能 看 出 这 些 a, 值 与 乘积 @ 的 关联 吗 ? 当 我 们 把 @ 写成 和 式 时 的 系数 就 等 于 
a,， 令 人 吃惊 的 是 ， 这 个 模式 对 所 有 素数 成 立 . l 
定理 47.2( 关 于 EE, 的 模 定理 ) 设 为 梢 贺 曲 线 
Es:y =* -4x +16, 
@ 为 无 穷 乘 积 
B =TI(1 -TTOFHN -TT)(1 - 7 2 x . 

{1 -TT -7T) (1 -TY. 
将 其 展开 可 表 成 和 式 

OQO=cTror +oT teoT +eT + 
则 对 于 素数 p 宇 3, :EF， 的 p- 亏 量 d, 就 等 于 cl， 

20 世纪 50 年 代 ， 谷 山 丰 (Yutaka Taniyama) 作 出 关于 模 性 模式 的 一 个 一 般 性 猜想 ， 在 20 
世纪 60 年 代 志 村 五 郎 (Goro Shimura) 把 谷山 丰 的 猜想 提炼 成 这 样 的 断言 : 每 个 椭圆 曲线 应 该 
有 个 模 性 模式 ， 然 后 韦 伊 证 明了 一 个 道 定理 ， 使 得 谷山 志 村 猜想 被 普遍 接受 . 

猜想 47. 3 ( 模 猜想 ， 志 村 五 郎 ， 人 
量具 有 模 性 模式 . 

椭圆 曲线 互 的 p- 亏 量 “ 具 有 模 性 模式 "是 什么 意思 呢 ?” 它 表示 有 个 级 数 

O=c0T+oTr +oT +oT +eT + 
使 得 对 (大 多 数 ) 素 数 P， 系 数 c, 等 于 的 p- 亏 量 a,, 而 且 @ 有 某 种 这 里 不 便 精确 描述 的 优 
美的 变换 性 质 8， 尽 管 缺 少 精确 的 描述 ， 但 我 希望 BE 相应 的 @ 有 助 于 读者 了 解 模 性 模式 的 
含义 ， 


习题 
47.1 本 习题 致力 于 更 深入 地 研究 关于 E, 的 模 定理 中 描述 的 无 穷 乘 积 @ 的 系数 的 模式 ， 把 @ 表 成 和 式 
加 一 ciT + ci 人 + 7 十 cr + cj + 
模 定理 表明 对 索 数 p>3, 第 p 个 系数 c, 等 于 已 的 p- 亏 量 a,， 下 表 中 列 出 了 对 于 所 有 n<100 的 @ 的 
系数 c, ，…，ciw， 请 从 中 寻找 模式 并 形成 猜想 . 


TT ITT To nT Tr el 
rl lll lol 1- | |- | 
[Ta 
[life | Ton 
ENENENENEDCICNENCN EE 
el el 


小 


仿 ” 对 于 具有 复 分 析 知识 的 读者 ， 这 里 给 出 了 模 条 件 的 主体 部 分 我 们 把 @ 当 作 7 的 函数 并 令 f(z) =@(ezrs) ， 则 有 
整数 W> 1 使 得 如 果 整 数 4，B，C，D 满足 4D - NBC =1， 则 对 每 个 复数 z=*+iy(xeRR，y>0)， 函 数 /(z) 潢 足 
Az+B 
CNz + ne (Cz+ Tr 
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区 97 
[os al -| 


TT | 9 [| 94 [95 |9 |97 |98 [9 [i100 | 


47.2 


47.3 


Ts 


(a) 当 gcd(m，n) =1 时 找 出 c。，c, 与 co 的 关系 . 
(b) 对 素数 p 找 出 c, 与 cz 的 关系 ， 为 协助 你 ， 这 里 给 出 pP 生 37 时 co 的 值 : 
cw = 2， cz =-2, cz =-4, :2 =-3, 
cuz = 1， coz = 3， zz =-13, co =-19, 
co =-22, C2 =-29，ciz = 18， C31 = — 28 
(提示 : 对 E, 来 说 p=11 是 不 好 的 素数 ， 可 把 cz 视 为 计算 错误 而 忽略 它 . ) 
(c) 通 过 对 素数 p 寻找 诸 c,k 之 间 的 关系 推广 (b) 中 的 结论 ， 为 协助 你 ， 这 里 给 出 p=3, 5 且 1<k<8 
时 cs 的 值 . 


cu =-1, ¢c2 =-2, cs =5, em =1, 
cs =—-16, cs = 13, cr = 35, cs = 一 74， 
cs = 1, ca =-4，c = 一 9， tu 41, 


css = 56, css = 1, cy = -279, css = 一 284. 

(d) 使 用 你 已 发 现 的 关系 式 计算 下 述 c。 值 : 

(eswo (ii)ese 《证 )cis (iv)eesor 
在 本 题 中 我 们 考察 椭圆 曲线 

E:y =x +l1 
的 模 性 模式 . C0 中 列 出 ， 考 虑 乘积 
= T(1 -天 ) 1 -全 ) (1 一 了) (1 一 7) 
区 
OO=oT+oT +or +oT 网 + cs + ， 

尝试 猜 出 哪些 大 值 使 得 c, 等 于 的 p- 亏 量 a,. 
(b) 利 用 从 (a) 中 选 出 的 那些 大 值 ， 计 算 cl ，cz ，… ，cne， 
(c) 如果 你 使 用 计算 机 ， 求 ce ，c，…，ciom 的 值 . co 与 c 和 cs 有 何 关系 ? cs 与 c; 有 何 关 系 ? 提出 

一 个 猜想 . 
无 穷 乘积 

fAX) = (1 -XR -XX -Xe 
有 助 于 描述 模 性 模式 ， 例 如 ， 椭 圆 曲 线 E, 的 模 性 模式 由 日 =7T :AT7) .f(T7")? 给 出 现在 考虑 椭 
圆 曲 线 
y = x -x -4x+4. 
这 个 曲线 的 模 性 模式 形 如 
@= TAT) AT) .AT) .AT'), 

其 中 j, hk，m，n 为 适当 的 正 整数 ， 积 累 数据 并 尝试 求 出 jk，m，,n 的 正确 值 ，( 可 能 需要 计算 机 来 
处 理 这 个 问题 . ) 


第 48 章 ”椭圆 曲线 与 费 马 大 定理 ， 


费 马 大 定理 断言 ， 如 果 n 三 3， 则 丢 番 图 方程 
A™ + B™ :SC 
没有 非 零 整数 解 ， 我 们 在 第 28 章 中 已 对 n=4 证 明了 这 一 点 ， 如 果 A4"+B"=C", 且 pln， 
比如 说 n=pm， 则 
(4") "+ (B")” = (C")". 
因此 ， 如 果 具 有 奇 素数 指数 的 费 马 方 程 无 非 零 整数 解 ， 则 具有 合 数 指数 的 费 马 方程 也 无 非 零 
整数 解 . 

在 第 4 章 中 我 们 已 简要 地 叙述 了 费 马 大 定理 的 历史 ， 公 平地 说 ,在 20 世纪 80 年 代 以 前 
关于 费 马 方 程 的 大 部 分 深奥 的 工作 都 基于 这 类 或 那 类 的 因数 分 解 技巧 ，1986 年 ， 弗 雷 
(Gerhard Frey) 发 现 了 费 马 大 定理 与 椭圆 曲线 的 联系 并 认为 这 是 “进攻 ” 费 马 大 定理 的 新 
途径 . 

弗 雷 的 想法 如 下 : 如 果 费 马 方 程 有 非 零 整数 解 (4，B，C)， 则 考察 椭圆 曲线 

Ea:y = r(x+A")(x-B’). 
这 个 椭圆 曲线 现在 叫做 弗 雷 曲线 ， 其 判别 式 
A(Eg) = 42?B2(4 + B)* = (ABC)™ 
是 个 2p 次 方 ， 这 是 如 此 不 寻常 以 致 弗 雷 认为 这 样 的 曲线 根本 不 存在 ， 更 精确 地 说 ， 他 猜想 
Es 是 如 此 奇怪 以 致 它 的 p- 亏 量 没有 模 性 模式 ， 塞 尔 (Jean-Pierre Serre) 把 弗 雷 的 猜测 作 了 进 
一 步 的 提炼 ，1986 年 里 贝 特 (Ken Ribet) 证 明 来 自费 马 方程 的 非 平凡 整数 解 的 弗 雷 曲线 与 模 猜 
想 相 冲 突 ， 换 句 话 说 ， 里 贝 特 证 明了 4* +B” =C? 且 4BCz#0 时 弗 雷 曲线 Es 不 具有 模 性 模式 . 

受 里 贝 特工 作 的 鼓舞 ， 怀 尔 斯 花 了 六 年 时 间 试 图 证 明 每 个 (或 至 少 大 部 分 ) 椭 圆 曲 线 具 
有 模 性 模式 .最 终 他 证 明了 每 个 半 稳 定 的 椭圆 曲线 具有 模 性 模式 ; 由 于 弗 雷 曲线 是 半 稳 定 
的 8 ， 这 足以 导出 费 马 大 定理 8 . 


费 马 大 定理 的 证 明 概要 
(1) 设 p>3 是 素数 ， 假 设 4 ”+B”=C” 有 非 零 整除 解 (4，B，C) 且 gcd(4, B, C)=1. 


(2) 设 Es 为 弗 雷 曲线 y=x(x +4?)(%-B"). 
(3) 怀 尔 斯 定理 告诉 我 们 5,s 是 有 模 性 模式 的 ， 即 p- 亏 量 a, 具有 模 性 模式 . 
(4) 里 贝 特定 理 告诉 我 们 Es 奇怪 到 没有 模 性 模式 . 

(5) 上 述 矛 盾 导 致 我 们 得 到 方程 4 + B” = C" 没有 非 零 整 数 解 . 


© 一 个 椭圆 曲线 是 半 稳 定 的 ， 是 指 对 不 好 的 豪 数 p 宇 3，p- 亏 基 4, 为 1 或 -1， 如 果 p=2 是 不 好 的 素数 ， 则 有 更 复 
杂 的 条 件 ， 但 幸运 的 是 我 们 可 转换 弗 雷 曲线 从 而 把 2 变 成 好 的 素数 . 
马 ”在 怀 尔 斯 工作 的 基础 上 ，2001 年 Breuil、Conrad 、Diamond 与 Taylor 彻底 证 明了 一 般 的 寞 狂想， 一 一 译 者 注 
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在 看 到 费 马 大 定理 这 个 最 著名 的 数学 难题 成 功 解决 之 际 ， 也 就 结束 了 我 们 数论 海洋 的 航 

行 ， 我 希望 你 就 像 我 喜欢 做 你 的 向 导 一 样 喜 爱 这 趟 旅行 ， 也 希望 你 已 发 现 这 最 优美 的 课题 中 

有 许多 结果 值得 敬佩 ， 也 有 许多 问题 有 待 进一步 的 研究 ， 总 之 ,我 希望 你 对 数学 已 找到 感 

觉 ， 认 为 它 生机 勃 勃 ， 已 有 许多 漂亮 的 珍宝 被 发 现 ， 但 也 有 许多 甚至 更 美妙 的 宝藏 等 待 富有 
洞察 力 、 勇 敢 精 神 以 及 恒心 与 毅力 的 人 来 挖掘 . 


附录 A 小 合 数 的 分 解 - 


下 表 给 出 了 不 被 2，3，5 之 一 整除 的 小 合 数 的 素数 分 解 式 ， 使 用 此 表 前 先 把 你 要 分 解 的 
数 用 2，3，5 的 宪 次 来 除 直到 商 中 没有 这 样 的 因子 ， 然 后 再 到 表 中 查找 . 


49 =7? 77=7.11 91 =7 ,13 119 =7. 17 
121 =113 133 =7 . 19 143 =11 . 13 161 = 了 . 23 
169 = 13? 187 =11 .17 203 =7. 29 209 =11 :19 
217 =7 .31 221 =13 :17 247 =13 . 19 253 =11 .23 
259 =7 . 37 287 =7 . 41 289 = 17? 299 =13 . 23 
301 =7 . 43 319 =11 . 29 323=17. 19 329 =7. 47 
341 =11 :31 343 = 了 ? 361 = 19? 371 = 了 .53 
377 =13 . 29 391 =17 ,23 403 =13 .31 407 =11 . 37 
413 = 了 7 . 59 427 =7. 61 437 =19 + 23 451 =11 .41 
469 =7 . 67 473 =11 . 43 481 =13 - 37 493 =17 . 29 
497 =7 .71 511 =7 .73 517 =11 .47 527 =17 + 31 
529 = 23: 533 =13 .41 539 =72 . 11 551 =19 . 29 
553 =7 .79 559 = 13 . 43 581 =7 .83 583 =11 . 53 
589 =19 .31 611 =13 .47 623 =7 . 89 629 =17 .37 
637 =72 . 13 649 =11 .59 667 =23 + 29 671 =.11 . 61 
679 =7 . 97 689 =13 . 53 697 =17 .41 703 =19 . 37 
707 =7 . 101 713 =23 . 31 721 =7 . 103 731 =17 . 43 
737 =11 . 67 749 =7 . 107 763 =7 + 109 767 =13 . 59 
779 =19 .41 781 =11 :71 791 =7 .113 793 =13 .61 
799 =17 .47 803 =11 .73 ,317 = 19 .43 833 =72 -17 
841 =29? 847 =7 -11? 851 =23 .37 869 =11 .79 
871 =13 .67 889 =7 . 127 893 =19 . 47 899 =29 . 31 
901 =17 . 53 913 =11 . 83 917 =7: 131 923 =13 .71 
931 =72 . 19 943 =23 .41 949 =13 :73 959 =7 .137 
961 =31? 973 =7 . 139 979=11 .89 989 =23 . 43 
1001 =7. 11 .13 1003 =17 . 59 1007 =19 . 53 1027 = 13 . 79 
1037 =17 . 61 1043 =7. 149 1057 =7. 151 1067 =11 .97 
1073 =29 .37 1079 =13 . 83 1081 =23 . 47 1099 =7 .157 
1111 =11 . 101 1121 =19. 59 1127 =7? . 23 1133 =11. 103 
1139 =17 . 67 1141 =7 . 163 1147 =31 . 37 1157 =13 . 89 
1159 =19 . 61 1169 =7. 167 1177 =11 . 107 1183 =7 . 13? 
1189 =29 - 41 1199 =11 . 109 1207 =17 - 71 1211 =7, 173 
1219 =23 . 53 1241 =17 . 73 1243 =11. 113 1247 =29 . 43 
1253 =7 . 179 1261 =13 ,97 1267 =7 . 181 1271 =31 . 41 
1273 = 19 . 67 1309 =7 .11 ， 1313 =13 . 101 1331 = 113 
1333 =31 . 43 1337 =7 . 1339 =13 . 103 1343 =17 .79 
1349 =19 . 71 1351 =7 . 1357 =23 + 59 1363 =29 . 47 
1369 =37? 1379 =7 . 1387 =19 . 73 1391 =13 .107 
1393 =7 . 199 1397 =11 . 1403 =23 .61 1411 =17 . 83 
1417 =13 . 109 1421 =72 . 1441 =11 . 131 1457 =31 . 47 
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1463 =7. 11 , 19 
1507 =11 . 137 
1529 =11 . 139 
1561 =7 . 223 
1591 =37 . 43 
1639 =11 . 149 
1661 =11 . 151 
1687 =7 . 241 
1717 =17 . 101 
1751 =17 . 103 
1771 =7 .11 .23 
1807 =13 . 139 
1829 =31 . 59 
1849 =437 

1891 =31 . 61 
1919 =19 . 101 
1939 =7 . 277 
1963 =13 . 151 
1991 =11 + 181 
2033 =19 ,107 
2057 =112 . 17 
2093 =7 .13 . 23 
2119 = j3 . 163 
2159 =17 . 127 
2177 =7 . 311 
2197 =133 

2227 =17 , 131 
2257 =37 . 61 
2291 =29 . 79 


1469 =13 ; 113 
1513 =17 . 89 
1537 =29 . 53 
1573 =11? . 13 


1603 =7 . 229 
1643 =31 + 53 


1673 =7 . 239 
1691 =19 . 89 
1727 =11 . 157 
1757 =7 . 251 
1781 =13 - 137 
1813 =72 . 37 
1837 =11. 167 
1853 =17 . 109 
1897 =7 . 271 
1921 =17 . 113 
1943 =29 . 67 
1967 =7 . 281 
2009 =72 ,41 
2041 =13 . 157 
2059 =29 . 71 
2101 =11 . 191 
2123 =11 . 193 
2167 =11 .197 
2183 =37 . 59 
2201 =31 .71 
2231 =23 ,97 
2261 =7 .17 + 19 
2299 =112 . 19 


1477 =7 . 211 
1517 =37 . 41 
1541 =23 - 67 
1577 =19 . 83 
1631 =7 + 233 


1649=17. 


1679 =23 ， 
1703 = 13 

1729 =7 . 

1763 =41 

1793 = 1] 

1817 =23 . 
1841 =7 
1859 =11 . 
1903 =11 ， 
1927 =41 . 
1957 =19 . 103 
1969 =11 ,179 
2021 =43 . 47 
2047 =23 . 89 
2071 =19 . 109 
2107 =7? ,43 
2147 =19 . 113 
2171 = 13 . 167 
2189 =11 . 199 
2209 =472 
2233 =7. 11 . 29 
2263 =31 .73 
2303 =72 . 47 


附录 A 


( 续 ) 
1501 =19 . 79 
1519 =7? . 31 
1547 =7 .13 . 17 
1589 =7 . 227 
1633 =23 .71 
1651 =13 .127 
1681 = 412 
1711 =29 , 59 
1739 =37 .47 ， 
1769 =29 . 61 
1799 =7 . 257 
1819 =17 . 107 
1843 =19 . 97 
1883 =7 . 269 
1909 =23 . 83 
1937 =13 . 149 
1961 =37 . 53 
1981 =7 . 283 
2023 =7 . 173: 
2051 =7 . 293 
2077 =31 . 67 
2117 =29 .73 
2149 =7 . 307 
2173 =41 . 53 
2191 =7, 313 
2219 =7 . 317 
2249 =13 . 173 
2279 =43 . 53 
2317 =7 . 331 


附录 B ”6000 以 下 的 素数 表 


2 3 5 
31 37 41 43 
73 79 83 89 
127 131 137 “139 
179 181 191 193 

233 239 241 251 
283 293 307 311 
353 359 367 373 
419 421 431 433 
467 479 487 491 
547 557 563 569 
607 613 617 619 
661 673 677 683 
739 743 751 757 
811 821 823 827 
877 881 883 887 
947 953 967 971 
1019 1021 1031 1033 
1087 1091 1093 1097 
1153 1163 1171 118I 
1229 1231 1237 1249 
1297 1301 1303 1307 
1381 1399 1409 1423 
1453 1459 1471 1481 
1523 1531 1543 1549 
1597 1601 1607 1609 
1663 1667 1669 1693 
1741 1747 1753 1759 
1823 1831 1847 1861 
1901 1907 1913 1931 
1993 1997 1999 2003 
2063 2069 2081 2083 
2131 2137 2141 2143 
2221 2237 2239 2243 
2293 2297- 2309 2311 
2371 2377 2381 2383 
2437 2441 2447 2459 
2539 2543 2549 2551 


1061 
1123 
1213 
1283 
1361 
1439 
1493 
1571 
1627 
1721 
1789 
1877 
1973 
2029 
2111 
2203 
2273 
2347 
2411 
2503 
2593 
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2647 
2699 
2767 
2843 
2927 
3019 
3109 
3203 
3299 
3359 
3457 
3529 
3593 
3673 
3761 
3847 
3919 
4007 
4091 
4159 
4253 
4339 
4441 
4517 
4603 
4679 
4787 
4877 
4957 
5021; 
5107. 
5209 
5303 
5407 
5477 
5557 
5651 
5717 
5813 
5869 
5987 


以 下 索 数 是 译 者 添加 的 ， 一 一 编辑 注 


2659 
2711 
2789 
2857 
2953 
3037 
3121 
3217 
3307 
3371 
3463 
3539 
3613 
3691 
3769 
3853 
3929 
4019 
4099 
4201 
4261 
4357 
4451 
4523 
4637 
4703 
4793 
4903 
4969 
5039 
5119 
5231 
5323 
5417 
5483 
5569 
5657 
5741 
5827 
5881 


2663 
2713 


<- 2791 


2861 
2957 
3041 
3137 
3221 
3313 
3373 
3467 
3541 
3617 
3697 
3779 
3863 
3931 
4021 
4111 
4211 
4271 
4363 
4457 
4547 
4639 
4721 
4799 
4909 
4973 
5051 
5147 
5233 
5333 
5419 
5501 
5573 
5659 
5743 
5839 
5897 


2671 
2719 


2797, 


2879 
2963 
3049 
3163 
3229 
3319 
3389 
3469 
3547 
3623 
3701 
3793 
3877 
3943 
4027 
4127 
4217 
4273 
4373 
4463 
4549 
4643 
4723 
4801 
4919 
4987 
5059 
5153 
5237 
5347 
5431 
5503 
5581 
5669 
5749 
5843 
5903 


2677 
2729 
2801 
2887 
2969 
3061 
3167 
3251 
3323 
3391 
3491 
3557 
3631 
3709 
3797 
3881 
3947 
4049 
4129 
4219 
4283 
4391 
4481 
4561 
4649 
4729 
4813 
4931 
4993 
5077. 
5167, 
5261 
5351 
5437 
5507 
5591 
5683 
5779 
5849 
5923 


2683 
2731 
2803 
2897 
2971 
3067 


3169 


3253 
3329 
3407 
3499 
3559 
3637 
3719 
3803 
3889 
3967 
4051 
4133 
4229 
4289 
4397 
4483. 
4567 
4651 
4733, 
4817 
4933 
4999 
5081 
5171 
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